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					הסתברות – על מה ולמה? 

					הסתברות היא המדריך לחיים. 

				)6(פילוסוף ומדינאי רומאי נודע, המאה ה- קיקרו

				כולנו משתמשים בביטויים המנסים לכמת את האפשרות להתרחשות של מאורעות עתידיים, למשל כמו "סביר שירד גשם בל"ג בעומר", או "יש סיכוי שווה לעץ ולפלי בהטלת מטבע", או גם "יש סיכוי טוב שאיישם את התובנות שארכוש בספר זה בחיי היום-יום". אנחנו חשופים גם לתחזיות ". השימוש 90% לגשם מחר" או "אמינות תוצאת הבדיקה הרפואית היא 60%כמו "יש סיכוי של היום-יומי במונחים סביר או סיכוי הוא נאות בדרך כלל, אם כי אינו מדויק. המטרה בחוברת זו היא לתת להסתברות מסגרת מתמטית כללית שתאפשר ליישם את האינטואיציות שלנו לשם קבלת החלטות מושכלות במצבי האי-ודאות שאנו עומדים בפניהם בחיי היום-יום. בה בעת נרכוש גם כלים לחישוב הסתברויות של מאורעות עתידיים מורכבים, וכל זאת מתוך הבנת המשמעות העמוקה של התוצאות החישוביות.

				לפני שנצלול לעומק, אתם מוזמנים לבחון בזהירות את האינטואיציות הראשוניות שלכם בעזרת בעיות שיפוט הסתברותיות אחדות שאינן דורשות חישובים. סמנו לעצמכם את התשובות שבחרתם.

					אתם מטילים זוג קוביות שש-בש. סמנו על איזה משני המאורעות תעדיפו להמר – א או ב, או •אולי אין לכם כל העדפה.

				. 3 ובאחרת 2.    ב.  באחת הקוביות יתקבל 3	א.	בשתי הקוביות יתקבל 

				. 8.      ב.  סכום המספרים הוא 7	א.	סכום המספרים הוא 

				 פעמים וקבלתם עץ בכל ההטלות. אתם עומדים להטיל את המטבע פעם 10	הטלתם מטבע •נוספת. 

					על איזו תוצאה תעדיפו להמר, עץ או פלי? נמקו. 

				H    עץ –                T	                  פלי – 
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					בהטלת מטבע הוגן שמונה פעמים, על איזה תוצאות מבין הארבע שמופיעות למטה תעדיפו •להמר? האם יש תוצאות שתימנעו מהן?
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				. בהגרלה בבית הספר משתתפים רבים מאוד. הסיכוי של כל כרטיס הגרלה לזכות בפרס הוא 	•

				?	קניתם שני כרטיסים, האם סיכוי הזכייה שלכם הוא 

					וונדר וומן, סופרמן, ספיידרמן ובאטמן התיישבו בשורה בסדר מקרי, והמתינו למבחן במה. •

					א.	מה הסיכוי שוונדר וומן יושבת במקום הראשון בשורה? 

					ב.	מה הסיכוי שסופרמן יושב במקום השני בשורה?

					ג.	מה הסיכוי שוונדר וומן יושבת במקום הראשון בשורה וסופרמן יושב במקום השני בשורה?

				. מיקי 1,2,...,49	בלוטו צריך לנחש נכונה שישה מספרים שנבחרים באקראי מתוך המספרים  •ומיני מהמרים מדי שבוע. האם לדעתכם אחד משניהם הוא בעל סיכויים טובים יותר לזכות?

				. 1, 2, 3, 4, 5, 6	א.	מיקי ממלא בכל שבוע בקביעות את המספרים  

				.1,2,...,49	ב.	מיני בוחרת בכל שבוע מחדש שישה מספרים באקראי מתוך האפשרויות  

				 קובית שלוש. האם בהטלת  בהטלת קוביית שש-בש תקינה אחת הוא 6 הסיכוי לקבל אתגר.•, וההימור על כך הוא הוגן?  +  +  =  הוא, על כן,  6שש-בש הסיכוי שיתקבל 
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					מכד המכיל כדור לבן אחד ושני כדורים שחורים מוציאים באופן אקראי שני כדורים בבת אחת. •טום מהמר ששני הכדורים יהיו באותו צבע, ואילו ג'רי מהמר שיתקבלו שני הצבעים. האם ההימור הוגן? 

				), הסיכוי של אדם בישראל 2020–2016	 על פי נתוני הלשכה המרכזית לסטטיסטיקה (מהשנים •. כיצד יחושב הסיכוי של אדם בן 98.68% הוא 65, והסיכוי שיגיע לגיל 98.68% הוא 60להגיע לגיל ?65 להגיע לגיל 60

					המשחק שאינו נגמר (חומר למחשבה). עלי ובבא, שני שחקנים שְווי יכולת, משחקים זה מול • מטבעות זהב. בכל סבב אחד מהשניים 32זה בסבב משחקי מזל. כל אחד מהם הניח בקופה זוכה בנקודה על פי התוצאה של הטלת מטבע. השחקן הראשון שצובר שלוש נקודות זוכה בכל הקופה. המשחק נקטע במצב שבו עלי צבר כבר שתי נקודות ובבא צבר רק נקודה אחת. מהי הדרך ההוגנת לחלק את הקופה בין השחקנים?

				על אינטואיציות ופרדוקסים 

				העיסוק המתמטי בהסתברות של מאורעות הוא אתגרי ודורש רעננות מחשבתית. לא אחת תגלו שהאינטואיציות הראשוניות שלכם עשויות להוליך שולל, ויהיה צורך להתמודד עם כשלי חשיבה. כדי להעמיק ולחדד את האינטואיציות הקשורות להסתברות, נלמד לזהות כשלים חשיבתיים, לזהות הנחות נסתרות מוטעות, להבין את חשיבות העדכון המתמיד של ההערכות ההסתברותיות לנוכח ידע מצטבר ועוד. לא פחות חשוב מכך, נרכוש מיומנות בתרגום של בעיה מציאותית למודל ההסתברותי המתאים. בה בעת נפתור בעיות הסתברות היסטוריות מעניינות וניישב פרדוקסים מפורסמים. למרות האתגר הגדול, יתברר שההשקעה כדאית. יתגלה לנו שידע והבנה בהסתברות שימושיים בחיי היום-יום, והם גם מהווים כלי רב-ערך בפיתוח החשיבה.
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				מסלולי קריאה - קריאה אקטיבית וקריאה סלקטיבית 

				. אתם מוזמנים להתמודד איתן כבר במהלך הקריאה התנסויות	לכל אורך החוברת שזורות •ולהציץ בתשובות שבסוף החוברת לפני שתמשיכו הלאה בקריאה. 

				מעניינים. לאלו יש פתרונות מפורטים בסוף הספר. תרגילי בחירה 	בסוף כל סעיף מוצעים •

				לחשוב באופן  המופיע לאורך החוברת, אפשרנו לכם לקחת פסק זמן קצר כדי ?	תחת הסימן • על נקודות עדינות שעלולות להוביל לחשיבה מוטעית עוד לפני שהנושא נידון בהרחבה.עצמאי

				 תמצאו פירוט של כל משחקי המזל שבהם נעסוק בספר זה.100	בעמוד •

				 הוא כרטיס כניסה נאה לנושא ההסתברות. 1	פרק •

				 תמצאו סקירה של מושגים מתמטיים מתחומים שונים, הדרושים להבנת פרקי 2	בפרק •ההסתברות. אלו מכם המכירים חלק מהמושגים מוזמנים לדלות מהפרק תכנים בהתאם לידע המוקדם שלהם. 

				 חדשים בעבורם, יכולים להסתפק בהמשך בפרקי ההסתברות 2	קוראים שכל התכנים של פרק •.5 וְ-3

				. 6, וגם לנסות להתמודד בהמשך עם פרק 4	לאחרים מומלץ מאוד להמשיך ולקרוא את פרק •

				 רומזים על כיווני המשך מרתקים ונועדו להרחבת הדעת. אפשר לדחות את 8 ,7	פרקי ההעשרה •קריאתם או אף לוותר עליהם כליל מבלי לפגוע בהבנה ובידע בהסתברות שיירכשו בחוברת זו. 

				תודה לאלונה רביב על הרשות להשתמש באיורים מתוך הספר המשותף "הסתברות בגובה העיניים" (כותר ספרי עיון). תודה לפרופ' אילון סולן שקרא חלקים מתוך החוברת והעיר הערות שתרמו לשיפורה. תודה מיוחדת לרותם פלד שעזרה ליצור את התמונות בחוברת זו ועזרה בעניינים טכניים נוספים.
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					משחקי מזל, הימורים, אינטואיציות

				ידיעה של הסיבות למה שקורה לנו.-	מזל הוא הכינוי שאנו נותנים לאי

				(סופר ופילוסוף צרפתי)	פרנסואה דה לה רושפוקו 

				בניגוד לענפי מתמטיקה בסיסיים אחרים כגון גאומטריה, אלגברה ולוגיקה, ששורשיהם נעוצים כבר בעת העתיקה, ההסתברות התפתחה כתחום דעת מתמטי רק במאות השנים האחרונות. עם זאת, המצב כיום הוא שמכל תחומי המתמטיקה, ההסתברות היא כנראה התחום הקשור ביותר לחיי היום-יום שלנו.

				בחוברת שלפנינו נצעד בעקבות התפתחותה של תורה מתמטית חדשה, צעד אחר צעד, ויתגלה לנו כי היא שימושית מאוד בחיי היום-יום. כלי החשיבה שנרכוש יאפשרו להתמודד עם האינטואיציות המוטעות המלוות אותנו והכרוכות בהבנה של תופעות אקראיות. 

				נפתח בסקירה היסטורית קצרה של ההתפתחות האיטית של אינטואיציות – חלקן מוטעות, כאמור – הנוגעות למשחקי מזל, עד שהניבו תורה מתמטית מסודרת. ההיסטוריה המוקדמת תנוסח בשפה  יוגדרו מונחי ההסתברות השגורים כיום.3וברמת הידע שהיו מקובלים באותה עת. רק בפרק 

				על אקראיות ואלוהות

				תחילתה של חשיבה הסתברותית היא בהימורים במשחקי קוביות. קוביות שיוצרו מעצם משויפת של חיה נמצאו בכל רחבי העולם העתיק – מסופוטמיה, מצרים הודו, יוון ועוד. 

				כבר בתרבויות העתיקות הייתה מודעות לתופעת האקראיות, אך האקראיות יוחסה לשרירות לב האלים ובפרט לאלת המזל, והעיסוק בכך נחשב התגרות באלים. בני האדם יכלו לנסות להשפיע על מהלך הדברים רק בעזרת תפילות ומנחות לאלים. 

				גם את הפילוסופים בעת העתיקה העסיקו נושאים של מזל וגורל. אפלטון האמין בכוח עליון השולט באקראיות. תלמידו אריסטו, שניסח חוקי לוגיקה חשובים, אומנם לא האמין בכוח אלוהי שרירותי, אך דחה את העיסוק במקריות בטענה שהוא אינו ראוי לעיון מדעי (בספרו "פיזיקה ומטה-פיזיקה"). המחשבה הייתה שדברים אקראיים מתרחשים פשוט ללא סיבה או מניע, ולכן גם אין טעם לנסות לחזות את העתיד לבוא. מחשבה זו שלטה בכל תקופת ימי הביניים. למעשה עד תקופה מאוחרת  וה-16), כלל לא הבחינו בחוקיות כלשהי הקשורה לאקראיות. במאה ה-16מאוד (אמצע המאה ה-, העיסוק באקראיות היה בעיקרו אינטואיטיבי. 17
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				כיצד נערכו משחקי המזל בעת העתיקה? מה היו חוקי המשחק? מה היו האינטואיציות שהתגבשו?

				דממת העולם העתיק

				היוונים נהגו לשחק בקוביות בעת חגיגות: הטלה של ארבע קוביות בנות ארבעה צדדים שסומנו . תוצאה מנצחת התרחשה כשכל 7, באופן שסכום המספרים בשתי פאות נגדיות היה 1,3,4,6הקוביות נפלו על צדדים שונים. 

				הרומאים הרבו מאוד לשחק בשלוש קוביות בנות שש פאות ולהמר על תוצאות ההטלות. בחפירות נמצאו קוביות ואביזרי משחק, אך חוקי המשחק אינם ידועים.

				המהמרים הרומאים רצו בוודאי לדעת על איזו מהתוצאות האפשריות עדיף להם להמר מול  מתקבלות באותה קלות. אך מה 6, 5, 4, 3, 2, 1השחקנים האחרים. בהטלת קובייה אחת, התוצאות באשר להטלת שתיים או שלוש קוביות? 

					האם בהטלה של זוג קוביות מתקבלות שתי תוצאות אלה באותה קלות??

					

				6			בשתי הקוביות 6 ובאחרת 1	               באחת הקוביות 

				כל הניסיון הרב במשחקי קובייה, שנצבר במאות השנים הללו, לא תרם להתפתחות של אינטואיציות הסתברותיות בקרב מהמרים ואף לא לחישובי סיכויים של הימורים. הסיבה נעוצה, כנראה, בריבוי האפשרויות השונות למַנָּחים של שלוש קוביות, שבגללן שיקולי הכדאיות של ההימורים מסובכים ביותר. אפשר לשער שהיו מהמרים מתוחכמים שפיתחו אינטואיציות חלקיות בנושא, אבל ככל הנראה העדיפו להשאיר את האינטואיציות לעצמם, לתועלתם הפרטית, ולא לפרסם אותן ברבים. ומלבד זאת, אפילו אם העלו את מחשבותיהם על הכתב, הדפוס טרם הומצא ולכן מחשבותיהם לא שרדו.

				הימורים בימי הביניים: תחילתן של אינטואיציות הסתברותיות 

				משחקי מזל שונים היו פופולריים מאוד בימי הביניים, וביניהם גם משחק הטלת שלוש קוביות בעלות שש פאות והימור על סכום המספרים. במשחק, כל שחקן הכריז על הסכום שהוא מהמר עליו, שלוש הקוביות הוטלו שוב ושוב, והשחקן שהמספר שלו התקבל ראשון זכה במשחק. לא קשה לשים לב לכך שיש סכומים שקל לקבל אותם יותר מסכומים אחרים, אבל עד כמה קל יותר? ועל איזה מהם עדיף להמר? לימודי מתמטיקה באוניברסיטאות שקמו בתקופה זו היו בסיסיים ביותר ונועדו לשרת את לימודי האסטרונומיה והמוזיקה, וכלל לא עסקו בניתוח הסיכויים במשחקי מזל, למרות הפופולריות הרבה של אלה.
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				. המנצח 4, טיגר מהמר על הסכום 3	פו הדוב מטיל שלוש קוביות. אִיָה מהמר שיתקבל הסכום ?מקבל בלון אדום. האם לטיגר יש עדיפות על פני איה? האם לינשוף, שמגדיל ומהמר על הסכום , יש עדיפות על פני שניהם? 18

				) פילוסוף של ימי הביניים, קבע Richard de Fournival; 1260–1201	ריצ'רד דה-פורניוול (עיקרון חדשני הנוגע להימורים במשחקי קוביות:

				ככל שיש יותר הרכבים אפשריים היוצרים את הסכום, כך יהיה קל יותר לקבל אותו בהטלת ♥ הקוביות.

				 5 (ציירו). גם הסכום 1+3; 2+2 מתקבל משני הרכבים שונים: 4 בהטלת זוג קוביות, הסכום הדגמה. מתקבלים 5 וְ-4. על כן, על פי דה-פורניוול, הסכומים 1+4; 2+3מתקבל משני הרכבים שונים: באותה קלות.

				. 11 בהטלת זוג קוביות, בִּדקו מכמה הרכבים נוכל לקבל את הסכום ).iהתנסות (

				 הרכבי הסכומים השונים בהטלה של שלוש קוביות, והסיק 56דה-פורניוול אף ערך ברשימה את כל  הסכומים האפשריים השונים: 16 ההרכבים הללו אינם יכולים להתחלק באופן שווה בין 56מכך ש- (נמקו).3,...,18

				מכל זה הסיק דה-פורניוול שבהכרח יש סכומים "חזקים" (שקל יותר לקבל אותם מאחרים) וסכומים "חלשים".

				רשימת ההרכבים של דה-פורניוול אִפְשרה להשוות בין חוזק של סכומים שונים בהטלת שלוש קוביות.

				, וענו – על פי 18, 4, 3 קוביות, השוו את החוזק של שלושת הסכומים שלוש בהטלת ).iiהתנסות (העיקרון של דה-פורניוול – על השאלה של פו הדוב. 

				 האם לדעתכם יש פגם ברעיון זה של דה-פורניוול – מדידת חוזק הסכומים חומר למחשבה.באמצעות מניית הרכבים? 

				הימורים, מוסר, משחק הוגן 

				במהלך השנים הרבות ששיחקו בהן משחקי מזל וערכו הימורים, זכו הללו לביקורת מוסרית רבה. אריסטו ראה במהמרים רודפי בצע, הניצבים בשורה אחת עם גנבים ושודדים. בהמשך, הכנסייה הכריזה שמשחקי הימורים אינם מוסריים. 

				 שהיה רופא, מתמטיקאי ומהמר מושבע, כתב ,(Gerolamo Cardano; 1576–1501ג'רולמו קרדנו (מדריך למהמרים בשם "ספר על משחקי מזל". הוא קיבץ בספר אוסף של מחשבות פילוסופיות ומתמטיות שונות בנושא משחקי המזל, כולל תיאור שיטות הונאה יעילות. תשובתו של קרדנו , שמשמעותו משחק שבו לאף אחד מהשחקנים משחק הוגןלאריסטו הייתה לפתח את הרעיון של אין יתרון על פני האחרים. 
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				קרדנו היה הראשון שהציג ניתוח מתמטי כללי של משחקי מזל שכל התוצאות בהם מתקבלות באותה קלות. הניתוח של קרדנו היה מבוסס על מניית אפשרויות ועל חישוב יחסי עדיפויות של הימורים. 

				 של הימור הוגדר כיחס בין מספר התוצאות שהן לטובת המהמר לבין מספר יחס העדיפויות. 5 ל-1 בהטלת קובייה תקינה היחס הוא 6התוצאות שאינן לטובתו. לדוגמה, בהימור על המספר 

				, כמו למשל בהימור על 1 ל-1משחק הוגן הוא אפוא כזה שיחס העדיפויות בו הוא (לאחר צמצום)  תוצאות הן אי-זוגיות). 3 תוצאות הן זוגיות וְ-3מספר זוגי בהטלת הקובייה (

				בהטלת שלוש קוביות, קרדנו השכיל להבין את כשל המנייה של דה-פרניוול ולמנות נכון את  באחת 2 (1+1+2 שבו התקבל כל הרכב. את ההרכב בגורם הסדרהאפשרויות מתוך התחשבות  בשתי הקוביות הנותרות), למשל, אפשר לקבל בשלוש דרכים שונות. קרדנו היה פורץ 1הקוביות, דרך גם בכך שהתייחס, כך נראה, באופן כללי למשחקי המזל ולא למשחק מסוים. 

				 נראה שלקרדנו לא היה אמון מלא בתורה החישובית שלו עצמו. נקודת התורפה של קרדנו.מהמדריך שכתב ניכר שבהיעדר ידע ואינטואיציות הסתברותיות, הוא האמין גם בכוח עליון של מזל (במיוחד שלו...), ששולט על האקראיות בתוצאות המשחק ומסביר את התנודתיות שלהן. 

				יש לדעת שעצם הכתיבה על מתמטיקה בתקופה של קרדנו הייתה מסורבלת, הסימונים המתמטיים שהיום כל תלמיד בית ספר מכיר, נכנסו לשימוש רק מאה שנה מאוחר יותר. ספרו של קרדנו היה אפוא בוסרי, וגם נפלו בו שגיאות. נוסף על כך, בשל נסיבות חייו של קרדנו נדפס ספרו באיחור של כמעט מאה שנה. כל אלו מנעו מקרדנו את הבכורה בייסוד תורת ההסתברות.

				 אומנם תרמה במקצת להתפתחות המתמטיקה, שכן היה אפשר 15המצאת הדפוס במאה ה-לפרסם תוצאות וכך לתרום להפצת רעיונות, אך עם זאת, התפוצה באותם ימים הייתה מוגבלת. לא היו עדיין עיתונים מדעיים, והחלפת ידע נעשתה בעיקר באמצעות מכתבים שנשלחו בין אנשי המדע. 

				וכך במשך תקופה ארוכה מאוד לא היו התפתחויות משמעותיות בניתוח משחקי מזל. 

				בשלב זה כבר התקבלה הגדרה של סיכויי ההימור במשחק מזל באופן המקובל כיום – המנה שבין  6מספר התוצאות שהן לטובת המהמר למספר התוצאות הכולל. לדוגמה, בהימור על המספר . , ובהימור על מספר זוגי היחס הוא בהטלת קובייה תקינה היחס הוא 

				
					[image: ]
				

				.1 ל-0 הסיכוי של הימור הוא מספר בין הבחנה.

				עם זאת, טרם התגבשה תורה כללית רשמית של הסתברויות. בשלב מוקדם זה התהווה, למשל, מעין כלל חיבור אינטואיטיבי, אשר על פיו הסיכוי שיתרחש אירוע אחד מבין כמה אירועים אפשריים חושב כסכום הסיכויים של האפשרויות הללו. מכיוון שרבים וטובים שוגים בכך גם כיום, ננסה כבר עתה לחדד את האינטואיציות שלנו בנושא.

				. כלל החיבור, 1/6 הוא 6 בהטלת קובייה יחידה, הסיכוי לקבל כלל החיבור – כשל האינטואיציות. בהטלת שלוש קוביות הוא: 6בניסוח הלא מדוקדק שרשמנו, מוביל למחשבה שהסיכוי לקבל 
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				, וההימור על כך הוא, לכן, הוגן. האומנם?

				 בשבע 6 מה הסיכוי – על פי כלל החיבור הפשטני שהפעלנו – שתתקבל התוצאה חומר למחשבה.הטלות של הקובייה? האם מסקנה זו הגיונית בעיניכם? נמקו.

				גלילאו גליליי משחק בקוביות 

				) שלטה עדיין התפיסה של אריסטו Galileo Galilei; 1642–1564עד ימיו של גלילאו גליליי (שהטבע הוא עניין לפילוסופים בלבד, כל עוד אלו לא כפרו באמיתות הדת. גלילאו גליליי היה פורץ דרך: הוא האמין שהטבע מדבר ונכתב בשפת המתמטיקה. בתקופתו, תצפיות וניסויים החליפו מסורות וכפיפות לסמכות בלימוד הטבע ובהבנתו. גלילאו גליליי ידוע לנו במיוחד בזכות תגליותיו באסטרונומיה, שהיו מבוססות על תצפיות בטלסקופ ששכלל, אבל הייתה לו תרומה ניכרת גם להתפתחות החשיבה ההסתברותית. 

				 במשך השנים, מהמרים מושבעים מחוגי האצולה שמו לב שבהימורים פרדוקס שלוש הקוביות., 12 או 9 עדיף על פני הימור על 11 או 10על סכום המספרים בהטלת שלוש קוביות, הימור על וזאת בסתירה לחישובים המתמטיים של מניית הרכבים (על פי דה-פורניוול), שהיו מקובלים באותה תקופה.

				בעניין זה כתב גלילאו גליליי את המאמר "על תוצאות הטלת קובייה", שבו ניסח מחדש את הכלל ש"ככל שיש יותר דרכים אפשריות לקבל את הסכום כן ייטה יותר הסכום להופיע". אך בניגוד למהמרים בתקופתו, גלילאו גליליי הבין כי יש להבחין בין שלוש הקוביות (למשל, ליחֵס להן צבעים , לדוגמה, שדה-פורניוול התייחס אליו כאפשרות יחידה, יכול למעשה להתרחש 1,2,6שונים). ההרכב  דרכים סדורות שונות – על פי המספר שיתקבל בכל קובייה כאשר יש לנו אפשרות להבחין 6ב-) (השלימו). 6,2,1), ..., ..., (2,1,6), (1,6,2), (1,2,6ביניהן: (

				 יכול להתרחש.1,1,6 רשמו את שלוש הדרכים השונות שההרכב ).iהתנסות (

				 וכן את השאלה על פו הדב.10) מעמוד ii) ,(i פתרו על פי גלילאו גליליי את התנסויות ().iiהתנסות (

				, סכום המספרים בכל שתי פאות תקנית בקובייה האינטואיציה המפתיעה של גלילאו גליליי. 3. מכאן הוא הסיק שאם x, לכן בשלוש הקוביות סכום זה הוא 12 = 7 7נגדיות של הקובייה הוא , למשל, הרי הסכום בצדן התחתון של הקוביות 9הסכום בפאות העליונות של שלוש הקוביות הוא  בהכרח שווה לזה של הסכום 9. מכאן, מספר הדרכים הסדורות לקבל את הסכום 21 - 9 = 12הוא , וכך הלאה (נסו לנסח כלל). הבחנה 21 - 10 = 11 וְ- 10. שיקול דומה תקף באשר לזוג הסכומים 12מעניינת זו אינה דורשת חישובים של הרכבים.

				 חִזרו על הנימוק של גלילאו גליליי כדי להראות שבהטלת שלוש קוביות, מספר התנסות (iii). שווה למספר הדרכים הסדורות לקבל את 6הדרכים הסדורות שאפשר לקבל את הסכום .15הסכום 
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				קוריוז היסטורי – כשל האינטואיציות של לייבניץ 

				) היה אחד מגדולי המתמטיקאים בכל הדורות Wilhelm Leibniz; 1716–1664וילהלם לייבניץ (והיה ידוע במיוחד כמפתח של החשבון הדיפרנציאלי והאינטגרלי, בעת ובעונה אחת עם ניוטון. למרות גדולתו המתמטית, מעניין לציין שנמצא מכתב שלו (שנכתב כשהיה כבן חמישים) שבו , כי כל אחד 11 כמו את הסכום 12טען שבהטלת שתי קוביות קל באותה מידה לקבל את הסכום מסכומים אלו יכול להופיע בדרך אחת בלבד. נשים לב שלייבניץ כשל באותו מקום שדה-פורניוול כשל בו מאות שנים לפניו.

				לידתה המתועדת של תורת ההסתברות, המשחק שאינו נגמר  

				. בשנה זו פנה אציל צרפתי ומהמר 1654מקובל לתַארֵך את לידתה של תורת ההסתברות לשנת –1623) למתמטיקאי הצרפתי בלז פסקל (Chevalier de Méréמושבע בשם שבליה דה-מרה (), והציג לו שאלות אחדות הנוגעות למשחקי מזל. אחת השאלות עסקה Blaise Pascal; 1662במשחק שאינו נגמר. ניסיונות קודמים לפתור שאלה זו היו נגועים באינטואיציות מוטעות. נציג כאן גרסה של הבעיה. 

				 שני שחקנים שווי יכולת, א וְ-ב, משחקים זה מול זה בסבב של משחקי מזל. המשחק שאינו נגמר. מטבעות זהב. בכל סבב אחד מהשניים זוכה בנקודה אחת באופן 32כל אחד מהם מניח בקופה אקראי (למשל בהטלת מטבע). הראשון שצובר שלוש נקודות זוכה בכל הקופה. המשחק נקטע במצב שבו שחקן א צבר שתי נקודות ושחקן ב צבר נקודה אחת. מהי הדרך ההוגנת לחלק את הקופה בין השחקנים? 

				 של הבעיה הכללית (רבים שוגים בו גם כיום...) 15פתרון מהמאה ה-אינטואיציות מוטעות. הציע לחלק את הקופה בין השחקנים על פי היחס בין מספר הניצחונות שצברו: כלומר שחקן .  מהקופה, ושחקן ב יקבל א זכאי לקבל 
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				נשים לב שבמצב שהמשחק נקטע לאחר סיבוב יחיד, על פי גישת פתרון זה השחקן המנצח בו  הועלתה הצעה מתוקנת, 16יקבל את כל הקופה, בלי תלות במספר המשחקים שנותרו. במאה ה-שלפיה השחקן המוביל יקבל את כספו בחזרה ונוסף לכך יקבל חלק מהשקעת השחקן היריב, על פי היחס בין הפרש הניקוד בין שניהם לסך כל הנקודות שנדרשו במשחק. בגרסה שהעלינו, לדוגמה,  מהשקעת היריב.החלק הנוסף הוא 

				 50 נקודות, ואשר הופסק בניקוד של 100 בחנו בגישה זו משחק שבו המטרה היא לצבור התנסות. נקודות, אך הוא הופסק בניקוד 100. השוו אותו למשחק אחר שגם בו המטרה היא לצבור 60וְ-. חוו דעתכם על גישה זו לאור ההתנסות. 99 וְ-89של 

				התברר שגם תיקון זה בעייתי. בעקבותיו התגבשה המחשבה שלא יימצא פתרון מתמטי שלא יהיה אפשר לערער עליו ולהצהיר שאינו הוגן. מכאן, יש לחפש פתרון משפטי ולא פתרון מתמטי. 
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				קרדנו היה הראשון שחשב שהפתרון חייב להתבסס על כל אפשרויות ההמשך של המשחקים עד להכרעה. הכשל שלו היה ששלוש אפשרויות ההמשך – א, בא, בב (רשמנו את המנצח האפשרי בסבבי ההמשך עד להכרעה, מימין לשמאל) – אינן מתקבלות באותה קלות, ולכן לא הייתה לו דרך לממש את הגישה שהציע. 

				 

				Pierre de Fermat	פייר דה פרמה Blaise Pascal			בלז פסקל 

				בעקבות השאלות של דה-מרה התפתחה חליפת מכתבים בין פסקל לפייר דה פרמה), שניהם מגדולי המתמטיקאים בכל הזמנים. הבעיות שפסקל Pierre de Fermat; 1665–1607(ופרמה עסקו בהן נגעו למשחקי מזל שיש להם מספר סופי של תוצאות אפשריות, ואשר נערכו באופן שכל התוצאות מתקבלות באותה קלות, למשל הטלות חוזרות של מטבע או קובייה, הוצאת ). ההתכתבות בין פסקל ופרמה 100קלף או יד של קלפים מחפיסת קלפים טרופה היטב (ראו עמ' , והיא שהניחה את היסודות לתורת ההסתברות. הגישה שפיתחו לפתרון כללי 1654החלה בשנת של בעיות משחקי מזל הפכה במהרה לסטנדרטית בקרב מתמטיקאים, והשימושים בה התרחבו לתחומי ידע נוספים וגם לחיי היום-יום. 

				אם אתם מעוניינים להרחיב את הרקע ההיסטורי, אתם מוזמנים לקרוא על ספרו רב ההשפעה של יעקוב ברנולי "אמנות הניחוש" ועל ספרו של אברהם דה-מואבר שבא בעקבותיו – "תורת הסיכויים: , 18מתודה לחישוב הסתברויות של מאורעות במשחק". שני הספרים, שפורסמו בתחילת המאה ה-היו אבני דרך בהתפתחות תורת ההסתברות.

				סקירה אתגרית – הפתרונות של פסקל ופרמה למשחק שאינו נגמר 

				לפני שניכנס לעומק התורה הכללית של פסקל ופרמה, אתם מוזמנים להציץ בפתרונות שלהם לבעיית המשחק שאינו נגמר. פסקל ופרמה פתרו בנפרד את הבעיה, ולמרות שדרכי הפתרון שונות, התשובות שהגיעו אליהן זהות. 

				שניהם שמו לב מייד שנדרשים לכל היותר שני סבבים נוספים כדי להגיע להכרעה.

				 אילו המשחק היה נמשך שני סבבים נוספים. יחס עדיפויות נוסחה במונחים של פרמה	הגישה של •. מכיוון שבשלוש מהן (המודגשות) אא, אב, באאפשרויות המנצחים בסבבים הנוספים הן: בב, 
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				 מהקופה ושחקן ב רק . לכן שחקן א זכאי לקבל 1 ל-3שחקן א היה מנצח, יחס העדיפויות הוא  מהקופה.
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				. פסקל הציע פתרון בצעדים קטנים. בוחנים ראשית צֶפִי נוסחה במונחים של פסקל	הגישה של •מה יכול לקרות אם מתקיים סבב אחד נוסף של משחק. בדוגמה שלנו: אם ב ינצח בו, השחקנים  מטבעות); אם א ינצח הרי 32יהיו במעמד זהה, וכל אחד מהם יצפה לקבל מחצית מהקופה ( מטבעות). מכאן, שחקן א כבר עתה הבטיח לעצמו 32+32א יהיה זכאי לקבל את כל הקופה ( המטבעות שהשקיע, וההימור בסבב הנוסף הוא אפוא על שאר הקופה. 32שיקבל בחזרה את  לקבל בו מחצית מהשאר, לצפותמכיוון שהשחקנים הם שְווי יכולת, הרי כל אחד מהם יכול  מטבעות, וחלקו הצפוי של 32+16 = 48 מטבעות. מכאן, חלקו הכולל הצפוי של א הוא 16כלומר  מהקופה לשחקן א,  מטבעות. חלוקה הוגנת של הקופה על פי פסקל היא אפוא של 16ב הוא .ולשחקן ב רק 
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				התנסות מודרכת – המשחק שאינו נגמר 

				במשחק הבא מנצח השחקן הראשון שצובר שלוש נקודות. המשחק נקטע לאחר שני סבבים, אשר בשניהם ניצח שחקן א. נבדוק בשתי הגישות מהי הדרך ההוגנת לחלק את הקופה בין השחקנים.

					כמה סבבי משחק נוספים, לכל היותר, נדרשים עד להכרעה?).i(

					חישוב יחס עדיפויות על פי פרמה. עִרכו רישום של כל אפשרויות ההמשך על פי המנצחים ).ii(בסבבים הנוספים. ציינו את האפשרויות שבהן ינצח שחקן א במשחק כולו ומנו אותן. הסיקו מכך מהו יחס העדיפויות בין שחקן א לשחקן ב. מהי אפוא חלוקה הוגנת של הקופה על פי פרמה?

					חישובי צֶפִי על פי פסקל – אתגר. נתחו את אפשרויות הניקוד של שחקן א ושל שחקן ב אחרי ).iii(סבב אחד נוסף. מה הצפי של השחקנים בכל אחת משתי האפשרויות הללו? 

					(הרעיון בגישת הצעד אחר צעד של פסקל הוא שהאפשרויות המתקבלות לאחר סבב אחד נוסף כבר ידועות לפותר.)
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					יסודות

					אינטואיציות אינן מבשילות במוח שלא הוכן לכך.

					אלברט איינשטיין

				בחוברת זו נעקוב אחר ההתפתחות המרתקת של תורת ההסתברות, החל מפסקל ופרמה ועד לתורה המודרנית. בפרק המקדים שלפנינו נסקור מונחי יסוד מתורת הקבוצות ומתורת המנייה שיידרשו לניתוחים ההסתברותיים. אתם מוזמנים לדלות מתוך הפרק נושאים על פי הידע המוקדם שלכם.

				 ניסוי אקראי

				תורת ההסתברות עוסקת בניתוח ניסויים אקראיים, כלומר ניסויים שהתוצאה שלהם עשויה להשתנות כאשר מפעילים אותם שוב באותם תנאים.

				הצעד הראשון בניתוח ניסוי אקראי הוא בירור מהו כלל התוצאות האפשריות שלו. 

				) ובדיקת הסדרה שהקלף שייך לה, התוצאות 100. בבחירת קלף מחפיסת קלפים (ראו עמ' דוגמה).♠), עלה (♣), תלתן (♦), יהלום (♥האפשריות הן: לב (

				 אוסף כל התוצאות האפשריות של הניסוי. - מרחב המדגם

				 (האות היוונית אומגה גדולה) Ωסימון מקובל: 

				שיטת רישום מקובלת היא פירוט כל התוצאות האפשריות בתוך צומדיים { }.

				דוגמאות

				. Ω	–	בבדיקת מין היילוֹד (לידת יחיד), מרחב המדגם הוא: {בן , בת}= 

				. Ω	–	בהטלת מטבע, מרחב המדגם יירשם: {T,H} = 

				H	עץ – 	     T			תוצאות הטלת מטבע:	פלי – 
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					–	נבחר תלמיד חטיבה ונרשמה הספרה האחרונה של מספר הטלפון שלו. 

				.Ω}= 1,2,...,9		מרחב המדגם הוא: {
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					–	נבדק מספר עבירות המהירות שנקלטו במצלמות לאורך נתיבי איילון ביום מסוים:

				(המספר אינו מוגבל). Ω}= 1,2		{...,

					–	מטבע מוטל שוב ושוב עד שיתקבל לראשונה עץ. רושמים בזה אחר זה, משמאל לימין, מה

						התקבל בהטלות. גם כאן יש לניסוי מספר בלתי מוגבל של תוצאות אפשריות:

					

						עץ רק בהטלה	עץ רק בהטלה	עץ בהטלה

						השלישית	השנייה	הראשונה

				 (סופית או אין-סופית) של כל התוצאות האפשריות של רשימהבדוגמאות שראינו, יכולנו לערוך . בדידהניסוי. נאמר במקרה זה שמרחב המדגם הוא 

				 באורך סופי או אין-סופי. לדוגמה:קטע – בדרך כלל רצףבניסויים רבים, אוסף תוצאות הניסוי מהווה 

				–	גובה של תלמיד חטיבה שבחרנו. קטע ערכים מתאים (בסנטימטרים) יכול להיות המספרים בין .200 ל-150

				–	משך הזמן עד שאסטרואיד יפגע בכדור הארץ. מרחב המדגם הוא כלל המספרים החיוביים. 

				(בפועל, בגלל מגבלה של מכשירי מדידה, אין דרך מעשית למדוד את כל רצף התוצאות האפשריות של ניסויים אלו.)

				. אין שום מניעה להרחיב ולכלול במרחב המדגם ערכים שעשויים להתברר כבלתי אפשריים; הערה. 0בהמשך נייחס בהתאם לערכים אלו הסתברות 

				 מאורעות

				, ... A, B – אוסף כלשהו של תוצאות הניסוי. מאורעות יסומנו באותיות מאורע

				 (בתוך הצומדיים תופיע רשימת תוצאות הניסוי).Aרישום מקובל הוא {...}= 

				. A אם תוצאת הניסוי כלולה ב-התרחש Aנאמר שהמאורע 

				. נתבונן במאורעות הבאים:. בהטלת קובייה, מרחב המדגם הוא 1דוגמה ,1 – התקבל מספר ראשוניC – התקבל מספר חד-ספרתי, B – התקבל מספר זוגי, A – המספר שהתקבל הוא ריבוע של מספר שלם. המאורעות שתיארנו יירשמו בהתאמה:D

				. 

						  זוגי	חד-ספרתי	ראשוני	ריבוע של מספר שלם

				 גם C זוגי) והמאורע 2 התרחש (A. במצב כזה המאורע 2	שי הטילה קובייה והתקבל המספר  (ריבוע של מספר שלם) לא התרחש. נשים לב שהמאורע D ראשוני). המאורע  2הוא התרחש ( כולל את כל תוצאות הניסוי, ולכן הוא ודאי התרחש.  B
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				 (רִשמו את ארבעת 13, 11, 7, 5, 3. דוגמאות: 1 – הוא עצמו והמספר בדיוק שני מחלקים שונים אם יש לו ראשוני מספר טבעי נקרא 1 הוא ראשוני.2 אינו ראשוני ואילו 1המספרים הראשוניים הבאים). נשים לב שלפי ההגדרה, המספר 
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				התנסויות  

				 שהתרחש במקרה זה, ומאורע נוסףE	–	נסחו מילולית וגם רִשמו בעזרת צומדיים מאורע נוסף   שלא התרחש.F

				 התרחשו. A, B, C, D. בִדקו אלו מהמאורעות 1	–	בהטלת הקובייה התקבל המספר 

				הבחנות

				, ואולם עשוי להתרחש יותר ממאורעΩ	בביצוע של ניסוי תתקבל תוצאה אחת ויחידה מתוך •	אחד. 

				. מאורע ודאי חייב תמיד להתרחש – והוא נקרא, על כן, Ω	המאורע •

					למאורע שאינו כולל אף תוצאה אפשרית של הניסוי (כמו "תוצאת הטלת הקובייה היא• (במקום { }). Φ. סימון מקובל למאורע ריק: מאורע ריק	מספר שלילי") נקרא 

				שיטות גרפיות מועילות לרישום מרחב המדגם והמאורעות 

				שיטת הרישום המקובלת – פירוט בתוך צומדיים של כל התוצאות האפשריות של הניסוי או של המאורע – עשויה להיות מסורבלת. נציג כאן שתי שיטות רישום גרפיות שתהיינה מועילות בפתרון בעיות.

				טבלה דו-ממדית•

				. מטילים זוג קוביות מובחנות – למשל קובייה גדולה וקובייה קטנה. כל תוצאת ניסוי היא זוג 2דוגמה סדור שיירשם כך: (המספר בקובייה הגדולה, המספר בקובייה הקטנה).

							

				 משבצות, 6 x 6 	דרך מאירת עיניים לפרט את כל תוצאות הניסוי היא לבנות טבלה שלשהעמודות בה מציינות את המספר בקובייה הגדולה והשורות את המספר בקובייה הקטנה ). כל משבצת בטבלה מתארת תוצאה אחת של הניסוי – זוג סדור של מספרים, כל 1(ראו איור . 6 ל-1אחד מהם בין 

					הטבלה הדו-ממדית מאפשרת להתרשם במהירות מהמאורעות, וכך מסייעת לטפל בהם. 

					נתבונן במאורעות אלה:

				 – מספרים שווים בשתי הקוביות ('דאבל'),A

				,3 – לפחות באחת ההטלות התקבל המספר B

				,5 – סכום המספרים הוא C

				.2 – לפחות אחד המספרים גדול מ-D
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					במקום לערוך רישום מפורט של התוצאות בכל מאורע, נתאר אותם בטבלה הדו-ממדית. 

				2 – לפחות אחד גדול מ-D5 – הסכום C3 – התקבל B – דאבלA

				 

				       מרחב המדגם ומאורעות שונים בהטלת זוג קוביות.1איור 

				התיאור הגרפי שהצענו אינו מתאים, לכאורה, לניתוח משחק שבו קוביות זהות למראה מוטלות בעת ובעונה אחת. נזכיר שניתוחים מוקדמים של תוצאות הטלת זוג קוביות לא הבחינו, לדוגמה, בין  מתקבלים באותה קלות (אפשרות אחת 2 וְ-3), ומשום כך קבעו שהסכומים 1,2) וְ-(2,1התוצאות (לכל אחד). 

				דרך אפשרית להתגבר על כשלים מסוג זה היא לחשוב על ההטלות כאילו התבצעו טיפ השלבים.  תוצאות אפשריות.6 x 6בזו אחר זו – ניסוי דו-שלבי. שימוש בטבלה הדו-ממדית מורה שלניסוי יש 

				 מטילים קובייה ומטבע. תארו בטבלה את הניסוי כדו-שלבי. מנו בדרך זו את תוצאות התנסות.הניסוי.

				 תוצאות אפשריות. m תוצאות אפשריות, ובשלב השני  n לניסוי דו-שלבי יש בשלב הראשון  הכללה. תוצאות אפשריות. n x mתיאור גרפי של מרחב המדגם בטבלה מורה שלניסוי הדו-שלבי יש 

					תרשים עץ לתיאור ניסוי רב-שלבי, מניית מסלולים •

				לניסוי של הטלת שתי קוביות הצענו תיאור גרפי בטבלה דו-ממדית. כיצד נתאר ניסוי של הטלת שלוש קוביות? במקום לנסות לשרטט טבלה תלת-ממדית, נציע גישה גרפית אחרת – תרשים עץ. 

				 – בן,M משפחה שלה שלושה ילדים נבחרה באקראי, ונבדק הרכב המינים של הילדים (.3דוגמה  – בת). אם, למשל, שני הילדים הראשונים הם בנות והשלישי הוא בן, נרשום את תוצאת F. מרחב המדגם הוא אפוא (בִּדקו): FFMהניסוי (משמאל לימין) 

				.

				, ... ילדים? הרישום מסתרבל. 5, 4	מסורבל, אך לא נורא. אך מה אם נתעניין במשפחות שלהן 

				 רשמנו בשלב 2: באיור עץ רב-שלבי	דרך גרפית נוחה לתאר את מרחב המדגם שלהן היא  בשלב שני לשניים לפי מין הילד כל אפשרות כזו פוצלה לפי המין של הבכור, F או  Mהראשון  השני, וכך הלאה. 
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				 תרשים עץ תלת-שלבי של מרחב המדגם במשפחות שלהן שלושה ילדים .2איור 

					כל מסלול בעץ שתיארנו עוקב אחר הרכב אפשרי אחד של המינים (מסומן בסוגריים בקצה  2 מסלולים המתארים את כלל תוצאות הניסוי. x 2 x2 = 2 3 = 8המסלול). לעץ התלת-שלבי יש    (מסומנים ב- *). המאורע "יותר בנות מבנים" כולל את המסלולים 

					סמנו את מסלולי המאורע "הצאצא האמצעי הוא בן". כמה מסלולים סימנתם? 

				התנסויות – הטלות חוזרות 

				 תוצאות אפשריות. 23 הטלות מטבע, והראו שלניסוי יש 3 ציירו עץ המתאר 2	על בסיס איור ).i( תוצאות אפשריות, וכך הלאה.24 הטלות מטבע יש 4המשיכו והראו שלניסוי של 

				 תוצאות אפשריות.63 הטלות קובייה יש 3	באופן דומה, הראו שלניסוי של 

				). העץ 100	בניסוי דו-שלבי מטילים בשלב הראשון מטבע ובשלב השני סביבון (ראו פירוט בעמ' ).ii(המתאר את הניסוי מתפצל תחילה לשניים לפי תוצאת המטבע, וכל אפשרות כזו מתפצלת בשלב השני לארבע אפשרויות, לפי תוצאות הסביבון. ציירו את העץ, ורשמו בקצה כל מסלול ). עתה רשמו את מספר המסלולים בעץ Hאת תוצאת הניסוי המתאימה (כמו לדוגמה: (נס, בנוסחת כפל.

				 (עלה) - מוציאים קלף אחד, ♠ (תלתן), ♣ (יהלום), ♦ (לב), ♥ - קלפים	מחפיסה של ארבעה ).iii(ומהקלפים שנותרו מוציאים קלף שני. ציירו עץ דו-שלבי המתאר את הניסוי, ורשמו בקצה של כל מסלול את תוצאת הניסוי המתאימה. רשמו בנוסחת כפל את מספר מסלולי העץ.

				 מתפצלת שכל אחת מהן תוצאות אפשריות, n (נמקו). אם לשלב הראשון של ניסוי יש הכללה תוצאות אפשריות, אזי מספר התוצאות של הניסוי הדו-שלבי כולו הוא mבשלב השני ל-.
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				 תארו עץ העוקב אחר ניסוי תלת-שלבי, שבו בשלב ראשון מטילים מטבע, בשלב שני התנסות (i).מטילים סביבון, ובשלב שלישי מטילים קובייה. רשמו בנוסחת כפל את מספר המסלולים בעץ.

				מתיאור גרפי של ניסוי רב-שלבי באמצעות עץ מתקבלת נוסחה שימושית למניית תוצאות הניסוי. 

				. מהקלפים שנותרו לאחר הוצאת הקלף השני מוציאים קלף שלישי. 20 ) עמ׳iiiהמשך התנסות (גם אותו אין מחזירים, ולבסוף מוציאים את הקלף הרביעי. ציינו מה מספר אפשרויות הבחירה בכל אחד מארבעת השלבים, ורשמו בנוסחה את מספר תוצאות הניסוי הארבע-שלבי. 

				יחסים ופעולות בין מאורעות - סקירה  

				נסקור עתה מושגים בסיסיים אחדים בתורת הקבוצות. גם אם אתם מכירים חלק מהמושגים (למשל מהספר 'מבוא לתורת הקבוצות' בסדרה כדאי לדעת) טוב תעשו אם תעיינו בסקירה. מושגי היסוד הנחוצים לנו בחוברת זו יוגדרו כאן באופן המותאם לשימוש בהם בניתוחים הסתברותיים. 

				מאורעות זרים, הכלה בין מאורעות

				ההגדרה שרשמנו תהיה נוחה יותר לניתוחים הסתברותיים מזו המקובלת בתורת הקבוצות, הבחנה.  הם מאורעות זרים אם אין להם שום תוצאה משותפת. ודאו ששתי ההגדרות A, Bשעל פיה אכן שקולות.

				), נשאל אם המאורעות שנתאר כאן הם מאורעות זרים:18 (עמ' 2	בהטלת זוג הקוביות בדוגמה ?

				.3– המספר בקובייה הגדולה מתחלק ב-G 2, 3– המספר בקובייה הקטנה מתחלק ב-G 1

				, שהרי בהחלט ייתכן אינם זרים מתייחסים לשתי קוביות שונות, הם G1G, 2	אף שהמאורעות ששניהם יתרחשו יחד באותו ניסוי של הטלת זוג הקוביות, כמו לדוגמה במקרה שבשתיהן . 6מתקבל 

				 בהטלת שלוש קוביות מתקבלת שלָשָה של מספרים. בדקו אם המאורעות).iiהתנסות (, הם זרים.4 – המספר הגדול ביותר הוא B,  4 – המספר הקטן ביותר משלושתם הוא A

				
					
						נוסחת הכפל 

						n תוצאות 2 מתפצלת ל-כל אחת מהן 2n תוצאות אפשריות, בשלב 1 של ניסוי יש 1אם בשלב n תוצאות 1 x ... xn k שלבי יש kn תוצאות אפשריות, אזי לניסוי ה-k יש kאפשריות, ..., ובשלב אפשריות.

					

				

				
					
						 אם לא ייתכן ששניהם יתרחשו יחד באותו ניסוי. מאורעות זרים הם A, B

					

				

				
					
						 כלולה C) אם כל תוצאת ניסוי הכלולה ב- C את  מכיל A (או A במאורע מוכל Cנאמר שהמאורע   התרחש גם הוא.A, אזי המאורע C. נשים לב שבמקרה זה, אם התרחש המאורע  Aגם ב-
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				 – התקבלA. באיור הימני מתוארים שני מאורעות זרים: זוג קוביות מטילים .2המשך דוגמה  – הסכום זוגי, G  . באיור השמאלי מתוארים המאורעות5 – סכום המספרים הוא Cדאבל,  – התקבל דאבל. Aהמכיל את המאורע 

				 

				 (כל האפורים)G (כהה) מוכל ב-A ( בהיר) הם מאורעות זרים. משמאל: C (כהה) A מימין: .3איור 

				. שימו לב שכל זוג 11 – סכום המספרים הוא E באיור הימני סמנו גם את המאורע התנסות ומינוח.. זרים בזוגות הם זרים. במקרה כזה נאמר ששלושת המאורעות הם A, C, Eמהמאורעות 

				פעולות בין מאורעות

				נסקור בקצרה פעולות פשוטות בין מאורעות, שיאפשרו לנו גמישות בחישוב הסתברויות של מאורעות מסובכים תוך כדי שימוש בחוקי הסתברות שנכיר בהמשך. 

				 (חד- (זוגי),  בהטלת קובייה, נחזור למאורעות: .1המשך דוגמה  הוא המאורע ,    (אי-זוגי),  (ריבוע של שלם), ספרתי), . ,    ,    , , הריק. מכאן, 
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					                 זוגי ריבועי         זוגי ולא ריבועי        אי-זוגי ריבועי          אי-זוגי ולא ריבועי        זוגי או ריבועי

				 קל להרחיב את נוסח ההגדרות לאיחוד ולחיתוך של שלושה מאורעות: הכללות., ולמעשה לאיחוד ולחיתוך של רשימה כלשהי של מאורעות (נסחו לעצמכם וְ-הגדרות כלליות). 
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				מכיוון שבמציאות איננו עורכים רשימות של תוצאות, נוח יותר להתבסס על ההבחנה הבאה כהגדרה חלופית לפעולות האיחוד והחיתוך:

				
					
						, והוא כולל את כל תוצאות הניסוי  מסומן A המאורע המשלים של מאורע משלים של מאורע.. Aשאינן כלולות ב-

						 השייכות לפחות לאחד, והוא כולל את כל תוצאות הניסוי  מסומן  A, B איחוד המאורעותמשני המאורעות. 

						 לשני המשותפות, והוא כולל את כל תוצאות הניסוי  מסומן A, B חיתוך המאורעותהמאורעות.
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				– כדי שמאורע האיחוד יתרחש, די שיתרחש אחד המאורעות. הגדרות אופרטיביות.

								– כדי שמאורע החיתוך יתרחש, כל המאורעות חייבים להתרחש.

				 הקוביות התקבל לפחות באחת – Aבהטלה של קוביות אחדות, המשלים של המאורע הבחנה. .5 הקוביות התקבל מספר שאינו עולה על בכל – , הוא: 6המספר 

				 הוכיחו את נכונות ההבחנה בעבור שתי קוביות, באמצעות סימון תוצאות של כל אחד ).iהתנסות ( בטבלה דו-ממדית נפרדת והשוואה בין הטבלאות שקיבלתם.  וְ-Aמהמאורעות 

				 2תיאור גרפי של פעולות בין מאורעות

				, המוצגים באמצעות אליפסות. A, B כמלבן במישור, ובתוכו זוג מאורעות  Ω מוצג מרחב מדגם 4באיור . באיור רשמנו בתחומים המתאימים את ארבעת מאורעות החיתוך: 

				
					[image: ]
				

				 לאיחוד ארבעה מאורעות חיתוך זרים בזוגותΩ פירוק של .4איור 

				(iiהתנסויות (

				. תארו בדומהB אך אינן שייכות ל- A כולל את כל תוצאות הניסוי השייכות ל-	א.	המאורע .  וְ-, 	לכך את שאר מאורעות החיתוך: 
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				 כאיחוד של שני מאורעות חיתוך זרים.B וכן את A	ב.	הראו שאפשר לבטא את המאורע 

				, והראו שאפשר לבטא אותו כאיחוד של שלושה מאורעות	ג.	סמנו באיור את המאורע 	חיתוך זרים בזוגות.

				.	ד.	היעזרו באיור כדי למצוא את המאורע המשלים ל-

					ה.	נסחו מילולית את הכלל שגיליתם.
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				 בחוברת 'מבוא 2.3 נציג כאן תיאור גרפי של מאורעות באמצעות דיאגרמת ון. אם אתם מעוניינים ללמוד עוד על הנושא, עיינו בסעיף 2לתורת הקבוצות' בסדרה כדאי לדעת.
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				תרגילי חישוב וחשיבה לבחירה – ניסוי אקראי, מאורעות  

				)105(פתרונות בעמ' 

				.	בביתם של ששון ושמחה מתרחשות תאונות רבות. לפי דרישת סוכן הביטוח עורך ששון רשימה 1של כל התאונות השונות שהתרחשו בשבוע החולף. נסמן:

				 - נשבר כלי אוכל. C - התקלקל מוצר חשמלי;  B – התרחשה תקלה במכונית;  A

					א.	בטאו את המאורע "התנפצה המלחייה והתקלקל המתנע של המכונית (השאר, תודה לאל, . A, B, C	בסדר)" באמצעות המאורעות 

					ב.	נסחו את המאורע המשלים של מאורעות אלה:

				. לא אירעה שום תאונה. 2. אירעו כל סוגי התאונות;   ב1	ב

					האם המאורע השני הוא המשלים של הראשון? 

				 מהם ממוספרים 36 תאים שווים: 37.	במשחק רולטה קלאסי (רולטה אירופית) הגלגל מחולק ל-2, שהרקע 0 (בסדר שנקבע מראש) וצבועים שחור ואדום לסירוגין, ותא נוסף שנקרא תא 1,...,36שלו ירוק (ראו תמונות). 

					המפעיל מסובב את הגלגל ומטיל לתוכו כדור. המשתתפים מנסים לנחש באיזה תא ייעצר הכדור, או לחלופין, אם התא שבו ייעצר הכדור יהיה אדום, זוגי, או בעל תכונה אחרת כלשהי. 

					נסחו כרצונכם שלושה מאורעות נוספים בניסוי זה, באופן שאחד מהם יהיה מאורע ריק. 

					מצאו את המשלים של כל אחד משלושת המאורעות הללו ואת החיתוך של שלושתם. בדקו אם המאורעות שהגדרתם זרים בזוגות. 

				.	האם הטענות שלהלן נכונות? נמקו. 3

				 הם זרים. הם זרים, אזי גם B,A	א.	אם המאורעות 

				 הם זרים.C וְ- A הם זרים, אזי גם C וְ- B הם זרים וכן B וְ- A	ב.	אם 

				. עתה הוסיפו לאיור מאורע שלישי .	שרטטו זוג אליפסות המתארות מאורעות שאינם זרים 4 אינם ריקים, אך חיתוך שלושת המאורעות הוא ריק. מה  וְ-, כך ששני החיתוכים Cלמדתם מהאיור? 
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				 טיפים של מנייה 

				הניתוח ההיסטורי של משחקי מזל התבסס על הנחה זו:

				לניסוי יש מספר סופי של תוצאות אפשריות, ואין עדיפות להתרחשות תוצאה אחת על פני  (של עדיפויות) בין תוצאות הניסוי. סימטריהאחרת. נאמר במצב כזה שיש 

				נזכיר: כדי לחשב את כדאיות ההימור במשחק מזל נדרש למנות את כלל תוצאות המשחק וכן את תוצאות המשחק שהן לטובת המהמר. לשם כך יש להשתמש בטכניקות של מנייה. לא נעמיק בכך בחוברת זו. לפתרון בעיות הסתברותיות בדרך של מניית אפשרויות די יהיה לנו בטיפים המועילים שנציג בסעיף זה.

				מטרת הטיפים הבאים היא להוביל לניסוח מחודש של בעיה הסתברותית באופן שתתקיים סימטריה של עדיפויות בין כלל תוצאות הניסוי.

				חשיבה בשלבים, סימטריה בשלבים

					חשיבה בשלבים היא פרי התפתחות של מאות שנים בחקר משחק המזל שבו מטילים שלוש ✓). חשיבה בשלבים אפשרה לתאר 11קוביות תקניות זהות (ראו הכשל של דה-פורניוול, עמ' תיאור גרפי את כלל תוצאות ההטלות בעץ תלת-שלבי ולהשתמש בנוסחת הכפל כדי למנות אותן. פריצת הדרך הייתה כאשר נלקח בחשבון גם הסֶדר בין האפשרויות השונות המובילות ). 11לאותו הרכב של סכום (ראו את הכתוב על קרדנו בעמ' 

				): 21הטיפ השימושי הבא משלב את רעיון השלבים עם נוסחת הכפל (ראו עמ' 

				 תוצאות 63 מנייה בעץ העוקב אחר שלוש הטלות של קובייה בזו אחר זו, מורה שלניסוי יש הדגמה. התוצאות של כל הטלה הן שְוות עדיפוּת, יש סימטריה של עדיפויות בין 6אפשריות. מכיוון ש- תוצאות הניסוי בן שלושת השלבים. 63כלל 

				התנסות אתגרית – אישוש ההבחנה של גליליי 

				), כשמטילים שלוש קוביות, מספר הדרכים הסדורות 12על פי האינטואיציה של גליליי (ראו עמ'  זהה. לאישוש ההבחנה חִשבו על עץ שלושה שלבי המתאר שלוש 17 וְ-4לקבל את הסכומים .17 וְ-4הטלות קובייה, וערכו רשימה של המסלולים שבהם מקבלים כל אחד מהסכומים 

				
					
						 אם אפשר, נחשוב על ניסוי מורכב כאילו נערך בשלבים – בזה אחר זה. טיפ השלבים.
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						כל אחת מהן  תוצאות שְוות עדיפוּת, שn1 של ניסוי יש 1אם לשלב טיפ הסימטריה בשלבים.  תוצאות שְוות עדיפוּת, אזי nk יש k תוצאות שְוות עדיפוּת, ...., לשלב  n2 ל-2 בשלב מתפצלת. שְוות עדיפוּת תוצאות אפשריות n1 x ... xn k שלבי יש kלניסוי ה- 
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				כדאיות של הימורים – התנסויות 

				להדגמת השימוש בטיפים החדשים, נציע כאן שלוש בעיות שיפוט. אתם מוזמנים לענות עליהן בעזרת מיטב האינטואיציות שלכם. הניתוח בשלבים שנציע כאן לאחר מכן יוביל לרעיונות כלליים מועילים.

				לכבוד חג הפורים נפתח בבית ספרכם קזינו. בכניסה הניחו סל ענק ובו כל פריטי משלוחי המנות ששלחו ההורים. בקזינו יש תחנות רבות, שבכל אחת מהן עליכם להחליט, בו-במקום, על מה עדיף לכם להמר. הימור מוצלח מזכה אתכם בפריט לבחירה מסל החטיפים. אין אומנם קנס על הימור כושל, אך אתם מוגבלים במספר ההימורים, ולכן המרו בתבונה.

				 ₪. כל משתתף מהמר על מספר הפעמים שיתקבל 1 של זוג מטבעותא.	המפעיל עומד להטיל  הן שְוות עדיפוּת? על איזו מהן תעדיפו להמר? 2, 1, 0פלי. האם תוצאות הניסוי: 

				 – עץ, H  מימין רשמנו בעץ מנייה דו-שלבי את תוצאות ההטלות (5	חשיבה בשלבים. באיור  2 תוצאות אפשריות שְוות x = 2 4 – פלי) כאילו הן התבצעו בשני שלבים בזה אחר זה. לניסוי Tעדיפוּת (נמקו). בקצה כל מסלול בעץ רשמנו את מספר הפעמים שהתקבל פלי.

				) יש עדיפות כפולה על פני HT וְ-TH	כפי שרואים בעץ, למאורע "התקבל פלי אחד" (המסלולים ). עדיף אפוא להמר עליו.TT) או "שני פלי" ( HH פלי" ( 0כל אחד המאורעות "

				). על איזה משני המאורעות תעדיפו 100 זהים (ראו עמ' סביבוניםב.	בתחנה זו המפעיל מטיל שני  – באחד הסביבונים יתקבל נס ובאחר גדול.B – בשני הסביבונים יתקבל נס, או  Aלהמר (נמקו): 

				 ציירו עץ מנייה דו-שלבי המתאר את תוצאות ההטלות, ושפטו בעזרתו על איזה התנסות. עדיף להמר.A, Bמהמאורעות 

				 לבנים ושני כדורים שחורים. המפעיל עומד להוציא כדורים המכיל שני כדג.	בתחנה אתגרית זו יש  – שני Aמהכד בבת אחת שני כדורים אקראיים. על איזה משני המאורעות עדיף לכם להמר:  – יתקבלו כדורים בשני הצבעים.הכדורים יהיו באותו צבע, או 

					תוצאות הניסוי (כפי שהן נראות לעין המתבונן) הן: יתקבלו רק כדורים שחורים, יתקבלו רק . Aכדורים לבנים, יתקבלו כדורים בשני הצבעים. משלוש תוצאות אלו, שתיים מקיימות את נראה אפוא שעדיף להמר עליו. האומנם? 

					-	נחשוב על הניסוי כהוצאה של כדורים מהכד בזה אחר זה באופן שכדור שהוצא ממנו אינו 		מוחזר. 

				 נוסף על כך, מכיוון שמדובר בארבעה כדורים שונים, לצורך הפתרון נדאג לסימונים שמבחינים	-	.  ואת השחורים השונים ב-	ביניהם. נסמן את הכדורים הלבנים השונים ב-
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				 משמאל עוקב אחר שני שלבי הניסוי של הוצאת 5	המשך הפתרון הוא מיידי: העץ שבאיור  4 מסלולים. ממקריות בחירת הכדור בכל שלב ומטיפ x = 3 12שני כדורים מהכד. בעץ יש  12הסימטריה בשלבים, אנו רואים שיש סימטריה של עדיפויות בין כלל תוצאות הניסוי. מתוך  – התקבלו שני הצבעים (מסומנים ב-*). מכאן, בניגוד  כלולות במאורע 8התוצאות הללו, .למחשבה הראשונה שלנו, עדיף להמר על 
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				                      *     *                *        *      *       *                *      *                            0            1         1               2	        

				חשיבה בשלבים לניתוח כדאיות של הימורים. 5איור 

				שימוש בטיפים החדשים בניתוח משחקי מזל 
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				התנסויות 

				 קלפי משחק) שאפשר להוציא מחפיסת קלפים סטנדרטית?5	מה מספר ידי הפוקר השונות ().i(

					בתחנה אתגרית ג, בכמה דרכים שְוות עדיפוּת אפשר להוציא את כל ארבעת הכדורים, מבלי ).ii(להחזיר כדור שהוצא?

				 על פני ארבע פאות ♠, ♣, ♦, ♥	כמה סביבונים שונים מתקבלים מפיזור מקרי של הסמלים ).iii(חלקות של סביבון? בכמה מהסביבונים שמניתם מתקיים "הלב נמצא מול היהלום"? 

				
					
						, גם אם ההטלות נעשות בבת אחת, נחשוב מטבעות / קוביות / סביבונים	בניתוח של הטלת •עליהן כאילו התבצעו בזו אחר זו. אם בכל הטלה התוצאות הן שְוות עדיפוּת, מובטחת סימטריה של עדיפויות בין כלל תוצאות הניסוי הרב-שלבי. 

						) כגון פוקר וברידג', נשים לב שבפועל, בחירה מקרית 100 (ראו עמ' משחקי קלפים	בניתוח • קלפים טרופה היטב נערכת בדרך רב-שלבית – 52של יד קלפים מחפיסה סטנדרטית בת מוציאים מהחפיסה באקראי קלף אחר קלף, וכל קלף שנבחר אינו מוחזר לחפיסה. כשמוציאים  51 אפשרויות שְוות עדיפוּת, לכל אחת מהן יש בהוצאה השנייה 52את הקלף הראשון יש  וכך הלאה. טיפ הסימטריה בשלבים מבטיח שכל הידיים 50אפשרויות שְוות עדיפוּת, בשלישית האפשריות הן שְוות עדיפוּת. 

					

				

				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

				

			

		

	
		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				

			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				

			

		

		
			
				 - יסודות2פרק 

			

		

		
			
				מדגמים סדורים ובלתי סדורים מאוכלוסיות סופיות 

				 	בכמה דרכים שונות אפשר לבחור קוד בן שלושה סימנים תוך כדי שימוש בסימנים ?בלבד? 

					נשים לב שבחירת הקוד נעשית בצורה סדורה (בקוד יש משמעות לסדר הסימנים). כמו כן, בקוד יש אפשרות לחזור ולהשתמש שוב באותו סימן - המשמעות היא בחירה עם החזרה. לפנינו שלושה שלבים של ניסוי, שלכל אחד מהם יש ארבע אפשרויות. על פי נוסחת הכפל,  4. x 4 x4 = 4 3 = 64מספר האפשרויות הכולל הוא,  

					בשלושת החודשים הקרובים, על תלמיד לבחור בכל חודש משימה חברתית אחת מתוך מבחר ?. כמה אפשרויות שונות יש לו לבחירת תוכנית של ארבע משימות שנקבעו לשנה זו: עבודה?

					גם כאן הבחירה נעשית בצורה סדורה (בכל אחד מהחודשים יש להחליט מהי המשימה הנבחרת). עם זאת, הבחירה כאן היא ללא החזרה, כי משימה שנבחרה לא תיבחר שוב. מנוסחת  4. x 3 x = 2 24הכפל, מספר האפשרויות הוא אפוא 

				שני הניסויים שניתחנו עסקו בבחירה מקרית שנערכת בשלבים, כך שקיימת סימטריה של עדיפויות בין כלל תוצאות הניסוי התלת-שלבי. נציג עתה ניסוי שלישי, שאי אפשר לתאר אותו בשלבים: 

				. התברר שלביצוע המשימה נדרשים רק 	לאחת המשימות התנדבו ארבעה תלמידים: ?שלושה מהם. בכמה דרכים שונות אפשר לבחור את השלושה? 

					בניסוי זה אין משמעות לסדר בחירת השלושה. נוסף על כך, תלמיד שנבחר אינו יכול להיבחר , שהרי בחירה של שלושה משתתפים 4שנית (בחירה ללא החזרה). התשובה הפשוטה היא מתוך הארבעה כמוה כבחירה של התלמיד האחד מבין הארבעה שלא ישתתף.

				 נבחרו באיזה אופן בפתרון בעיות מעשיות הנוגעות לבחירה של עצמים, יש לברר היטב מה למדנו?העצמים. 

					האם העצמים נבחרו עם החזרה לאוכלוסייה שממנה נבחרו או ללא החזרה?•

					האם הבחירה נערכה בצורה סדורה, כלומר, האם יש בבעיה המוצגת משמעות לסדר•	הבחירה?

				) רשמנו את הכללים הפשוטים שהפעלנו בפתרון שתי הבעיות הראשונות – 33בסיכום הפרק (עמ' . n של פרטים מתוך אוכלוסייה סופית בגודל הסדורותמניית כלל אפשרויות הבחירה 

				 היא מסובכת יותר. נשים לב ללא החזרה שנערכת הבלתי סדורותמניית אפשרויות הבחירה  קבוצה חלקיתשהתוצאה של בחירה כזו היא קבוצה המכילה חלק מהפרטים באוכלוסייה, כלומר של האוכלוסייה. הסעיף הבא מוקדש כולו לנושא חשוב זה.
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				תרגילי חישוב וחשיבה לבחירה – חשיבה בשלבים, עצי מנייה  

				)105(פתרונות עמ' 

				 בין שש פאות חלקות של קובייה?1,...,6.	א.	בכמה דרכים שונות אפשר לפזר את הספרות 1

				)?7	ב.	כמה מבין הקוביות הללו הן תקניות (סכום הספרות של כל זוג פאות נגדיות הוא 

				.	ארנקה של אישה נגנב בידי שני צעירים. במסדר זיהוי ניצבים חמישה צעירים e ,d ,c ,b ,a 2. האישה התבקשה להצביע על שני הגנבים. מכיוון שאיננה זוכרת c וְ-aוביניהם שני הגנבים כלל את הצעירים, היא מבצעת שני זיהויים אקראיים בשני שלבים. ענו על השאלות בעזרת עץ מנייה מתאים: 

					א.	כמה תוצאות שונות יש להליך הזיהוי שתיארנו? האם יש ביניהן סימטריה של עדיפויות?

				 – שני הזיהויים נכונים. A2 – זיהוי נכון אחד, A1 – שני הזיהויים שגויים, A0	ב.	נסמן מאורעות: 

				 (הסימן # משמעותו מספר).#A1, והסיקו מכך את #A2, וכן את #A0		חשבו את 

				 4, 6, 8, 10, 12, 20סט סטנדרטי של משחק דרקונים ומבוכים מכיל שש קוביות אשר להן אתגר. .	3 ועד מספר הפאות שבה. 1פאות שוות צורה (פאונים, ראו תמונה). כל קובייה ממוספרת מ-

					בניסוי בוחרים באקראי אחת מקוביות המשחק, מטילים אותה, ובוחנים מה המספר שמתקבל.

					א.	תארו את הניסוי כדו-שלבי. האם מתקיים התנאי שמספר התוצאות בכל אחד מהשלבים	הוא קבוע?

					ב.	ציירו תרשים עץ דו-שלבי של הניסוי ומנו את המסלולים בעץ.

				 – הן שְוות עדיפוּת? 1 ,2, ... ,20	ג.	חִשבו: האם התוצאות האפשריות של הניסוי – 

				?1? ובכמה את התוצאה 20	ד.	בכמה דרכים שונות אפשר לקבל את התוצאה 
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				 משולש פסקל

				 (בהתאמה), 6 וה-5המשולש האריתמטי שנבנֶה במשותף היה ידוע כבר להודים ולפרסים במאה ה-). המשולש נקרא על שם פסקל, שגילה אותו מחדש במאה 12–11ומאוחר יותר גם לסינים (מאה  ותרם לפופולריות שלו. המשולש הוא כלי שימושי בפתרון בעיות של הסתברות. 17ה-

				. , כך ש-0 מסמנים מספרים שהם טבעיים או , בדיון זה 
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				 איברים. איברים שאפשר להוציא מקבוצה בת  – מספר הקבוצות החלקיות בנות   סימון.
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				)  מעל  (מינוח: 
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				}. נשים לב שיש לה קבוצה חלקית אחת ♠, ♣, ♦, ♥ נתבונן בקבוצה בת ארבעה איברים: {הדגמה.בת ארבעה איברים, וארבע קבוצות חלקיות בנות איבר אחד. כמו כן, יש לה ארבע קבוצות חלקיות בנות שלושה איברים (נמקו). 

				. ,    ,   	נרשום,   
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									4
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				. נימוק: לכל קבוצה יש קבוצה חלקית אחת שאין בה איברים – הקבוצה הריקה. הבחנה.

				. נמקו. מתקיים התנסות.

				 ונסתפק בהצגת תוצאות החישובים עבור בחוברת זו לא נזדקק לנוסחת חישוב כללית עבור , שנציג כאן ללא הוכחות.משולש פסקל באמצעות ערכים נמוכים של 
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				 הם חלק ממשולש אין-סופי שהשורות בו ממוספרות: ...,2,1,0. בשורה 6התאים האפורים באיור .(),    במשולש רושמים, משמאל לימין, את הערכים המספריים של   מספר 
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				משולש פסקל, בנייה (השלימו). 6איור 
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				. 1 את הספרה 0 בשורה 0, לכן רשמנו בתא מספר  = 1. על פי ההגדרה,   0	– שורה הדגמות

				. 1 את הספרה 1, לכן רשמנו בשני התאים בשורה  = 1,  = 1. כאמור,  1	–  שורה 
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				. לכן, בכל שורה במשולש האין-סופי רושמים בתאים הראשון והאחרון את נזכיר:  .1הספרה 

				.3 ואת שורה 2 את שורה 6 התבססו על ההגדרה והמשיכו ומלאו באיור ).iהתנסות (

					איך ממשיכים? הרי לא נוכל לחשב שורה אחר שורה את שאר הערכים במשולש האין-סופי. ?

				 במלואה ולהראות דרך  	מבחינה מתמטית די להניח עתה שבנינו כבר את השורה מספרלהמשיך ולבנות בעזרתה את השורה הבאה. הדרך שנדגים כאן מאפשרת לבנות את ערכי המשולש במהירות, שורה אחר שורה.
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				. המשך בנייה של 3 נבנית מתוך שורה 4בהתנסות הבאה נדגים במשותף את האופן אשר בו שורה כל שורה במשולש על בסיס השורה שמעליה ייעשה באופן דומה.

				 זהבה ושלושת הדובים מתכננים לצאת לקמפינג. מספר אפשרויות הבחירה התנסות מאתגרת.. נשים לב שהאפשרויות הללו נחלקות לשני של שניים מביניהם שיכינו את הכריכים הוא סוגים:

				 מהן אינן כוללות  מהן כוללות את זהבה (יש לבחור דוב אחד מהשלושה שיעזור לה); וְ-את זהבה (נמקו). 
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				).6, (ראו חיצים באיור  =  + 	מכאן מתקבל השוויון:   
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				. =  +    וכן    =  + 	נמקו בדרך דומה (ללא חישובים!) את השוויונים:   
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				.4 את שורה 6 שכבר בניתם, המשיכו ומלאו באיור 3 על בסיס השוויונים וכן שורה ).iiהתנסות (פרטו את אופן החישוב (שימו לב לחיצים באיור).

				.6 באיור 5 בעזרת שוויון פסקל המשיכו ורשמו את שורה ).iiiהתנסות (

				בעזרת שוויון פסקל אין קושי להשלים עוד ועוד שורות במשולש האין-סופי. רשמנו כאן רק את החלק שיידרש לנו בחוברת זו.
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						 (לא נוכיח). בכל תא פנימי במשולש פסקל רשום סכום שני המספרים הקרובים שיוויון פסקל). 6אליו בשורה שמעליו – מימינו ומשמאלו (ראו חיצים באיור 
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				משולש פסקל

				אז מה היה לנו? יסודות 

				מושגים חדשים

					ניסוי אקראי הוא ניסוי שהתוצאה שלו עשויה להשתנות בביצוע חוזר שלו.•

				.Ω מרחב המדגם	בניתוח ניסוי אקראי יש לברר מהן כל התוצאות האפשריות של הניסוי – •

				 – שאין בו עדיפות לתוצאת ניסוי אחת על פני האחרת.מרחב מדגם סימטרי•

				). Ω ומאורע ודאי Φ הוא קבוצה חלקית כלשהי של תוצאות הניסוי (כולל מאורע ריק מאורע•

					יחסים בין מאורעות: הכלה, זרות.•

					פעולות בין מאורעות: משלים, איחוד, חיתוך.•

					הוצאת פרטים באופן אקראי מאוכלוסייה: עם החזרה, ללא החזרה.•

				 מאוכלוסיות סופיות: מדגם סדור, מדגם בלתי סדור.מדגמים•

				כלים חדשים 

				טבלה דו-ממדית, 	לתיאור מרחב המדגם והמאורעות שבו נוח להשתמש בכלים גרפיים: •.תרשים עץ

				 מספר התוצאות הכולל בניסוי רב-שלבי מתקבל ממכפלת מספר התוצאות נוסחת הכפל.•בשלבים השונים. (הנחנו שמספר התוצאות בכל אחד מהשלבים הוא קבוע בלי קשר לשלבים הקודמים).
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				 פרטים:  שאפשר להוציא מאוכלוסייה בתמספר המדגמים הסדורים	מחוק הכפל, •
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					גודל המדגם
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					ללא החזרה

				

				 איברים.  שאפשר להוציא מקבוצה בת בגודל  מספר הקבוצות החלקיות–•
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				.  פקודת אקסל או בעזרת משולש פסקל מתקבלים באמצעות  מעל  	ערכי 
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				תובנות חדשות 

				 בניתוח ניסוי מורכב, ננסה לתאר את הניסוי כניסוי רב-שלבי שבו בכל שלב חשיבה בשלבים.•.שְוות עדיפוּתבנפרד יש מספר זהה של תוצאות 

					באמצעות עץ מנייה קל מאוד לתאר ניסוי רב-שלבי בצורה גרפית, שבה בכל אחד מהשלבים •בנפרד יש מספר קבוע של תוצאות. העץ מאפשר לתאר את תוצאות הניסוי בתיאור גרפי רב-שלבי וכן מאפשר לתאר מאורעות רבים נוספים. כך אפשר להשתמש בנוסחת הכפל לשם מניית התוצאות בניסויים.

					בפתרון בעיות הנוגעות להוצאת פרטים מתוך אוכלוסייה סופית בצורה סדורה, יש לבחון היטב • החזרה. בשני המקרים אפשר ללא החזרה או עם– על פי היישום – אם ההוצאה מתבצעת לתאר את הניסוי בעזרת עץ מנייה. 

				. קבוצה חלקית	בהוצאה ללא החזרה, אם אין משמעות לסדר, מתקבלת בפשטות •
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					הסתברות – גישות חישוביות

					אלוהים אינו משחק בקובייה.

				(בתגובה לתורת הקוונטים)אלברט איינשטיין 

				גם אתה, איינשטיין, אינך יכול לומר לאלוהים במה לשחק.

				(מאבות תורת הקוונטים)	נילס בוהר 

				מטרת הפרקים הבאים היא לפתח תורה מתמטית מסודרת שתאפשר לנו לחשב הסתברויות של מאורעות שונים שעשויים להתרחש בניסוי אקראי, תוך כדי הבנת המשמעות המעשית של התוצאות החישוביות.

				בפרק שלפנינו נציג שתי גישות חישוביות להערכת הסתברויות, שהתפתחו במהלך השנים. האינטואיציות שנרכוש בדרך זו יובילו לחוקים הסתברותיים פשוטים ומהם לתורה המודרנית, שתאפשר לנו לנתח ניתוח מתמטי כללי את המצבים שמעורב בהם גורם של אי-ודאות. 

				 הגישה הקלאסית – לא רק משחקי מזל 

				המודל ההסתברותי שהציעו פסקל ופרמה מהווה המשך טבעי לניתוחים ההיסטוריים של משחקי מזל. ההנחות בניתוחים אלו היו שלניסוי יש מספר סופי של תוצאות, ושהוא נערך באופן שאין עדיפות להתרחשות תוצאה אחת על פני אחרת. הסתברות המאורעות הוגדרה באופן שישקף את הסימטריה של העדיפויות בין תוצאות הניסוי: 

				 תוצאות שְוות עדיפוּת, n תוצאות אפשריות, מכיוון שכל תוצאה היא אחת מתוך n	בניסוי בעל •., כלומר n מתוך 1יוחסה לה הסתברות של 

				; בהטלת סביבון תקין הסתברות בהטלת מטבע תקין, הסתברות התוצאה עץ היא 	הדגמות.; בהוצאת קלף מקרי מחפיסת קלפים טרופה, ההסתברות לקלף אס-התוצאה נס היא .לב היא 
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				), למאורע  (n מתוך 2	בדומה לכך, למאורע הכולל שתי תוצאות אפשריות יוחסה הסתברות של •, וכך הלאה. הכולל שלוש תוצאות אפשריות יוחסה הסתברות של 

				
					
						
							3

							n

						

					

					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

					
						
							3.1

						

					

				

				
					
						
							1

							2

						

					

					
						[image: ]
					

				

				
					
						
							2

							n

						

					

					
						[image: ]
					

				

				
					
						
							1

							n

						

					

					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

					
						
							3

						

					

				

				
					
						
							1

							52

						

					

					
						[image: ]
					

				

			

		

	
		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				

			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				

			

		

		
			
				 - הסתברות – גישות חישוביות3פרק 

			

		

		
			
				).6 תוצאות מתוך 3 ( =  יחידה, הסתברות המאורע "מספר זוגי" היא קובייה בהטלת הדגמה.
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				 עמ' 1 תוצאות ניסוי (ראו איור 11" כולל 3, המאורע "התקבל המספר זוג קוביות בהטלת התנסות.. חַשבו באופן דומה את ההסתברות של המאורעות הנוספים ), ועל כן הסתברותו היא 19.2בדוגמה 

				פסקל ופרמה התמקדו אף הם בניסויים שלהם מספר סופי של תוצאות שְוות עדיפוּת לשם ניתוח הסתברותי של משחקי מזל. ההגדרה שהגדירו את ההסתברות של מאורעות ממשיכה את ההגדרות ההיסטוריות:

				 (הרכב המינים במשפחות שלהן שלושה ילדים). מרחב המדגם כולל.3המשך דוגמה ) מורה:20 (עמ' 2 2 תוצאות אפשריות. מנייה פשוטה באיור ⋅ 2 ⋅2 = 2 3 = 8

				,P = (במשפחה יש יותר בנות מבנים)  = 

				
					
						
							1

							2

						

					

					
						[image: ]
					

				

				.P = (הילד האמצעי הוא בת)  = 
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				 דוור מפוזר מחלק באקראי שלושה מכתבים בין ארבע תיבות דואר. חלוקת שלושה מכתבים .4דוגמה בין ארבע תיבות כמוה כניסוי תלת-שלבי שלכל שלב בו יש ארבע תוצאות אפשריות, מנוסחת  ,A – אף דייר לא יקבל יותר ממכתב אחד. לחישוב A. נתבונן במאורע  הכפל  אפשרויות), 4נחשוב על עץ מנייה (ציירו), שבו בשלב ראשון תיבחר תיבה אשר תישאר ריקה (ושלושת השלבים הבאים יעקבו אחרי חלוקת שלושה מכתבים בזה אחר זה לשלוש תיבות ).1 3 (מספר האפשרויות בכל שלב יורד ב-⋅ 2 ⋅שונות. מספר אפשרויות חלוקת המכתבים הוא 1 .  , ועל כן,   מכאן,  
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				 (נמקו לעצמכם מדוע הן נכונות.)מסקנות מיידיות

				.  וכן  •
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				.  מתקיים  A	לכל מאורע •
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						 – הגישה הקלאסיתAהסתברות של מאורע  
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				חוקי הסתברות ראשוניים 

				החוקים הבאים והטיפים שבעקבותיהם יקלו מאוד לחשב הסתברויות של מאורעות מורכבים. 

				 נותנת:n. חלוקה ב-  מתקיים  A, B	למאורעות זרים  

				
					
						.  מתקיים  A, B זרים לזוג מאורעות חוק החיבור.
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				. זרים בזוגות מתקיים  A, B, Cבדומה לכך, לשלושה מאורעות  

				 הסתברות איחוד מספר סופי של מאורעות זרים בזוגות שווה לסכום ההסתברויות של הכללה.המאורעות היחידים. 

				שבעה  – אברהם, יצחק ויעקוב נולדו באותו יום בשבוע – מתפרק לאיחוד של A המאורע הדגמה.מאורעות זרים בזוגות ושְווי הסתברות (על פי היום המסוים בשבוע), שלכל אחד הסתברות.. מכאן,של 
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				 את המאורע "בחצי מההטלות A מטילים מטבע הוגן מספר זוגי של פעמים. נסמן ב-.5דוגמה  נפרק אותו לאיחוד מאורעות שְווי הסתברות על פי Aיתקבל עץ". לחישוב הסתברות המאורע זהות ההטלות שיתקבל בהן עץ. מאורע פירוק נוח במיוחד הוא "עץ בחצי ההטלות הראשונות בלבד". 

				.2 ⋅  =  – בשתי הטלות מטבע, הסתברות המאורע "בדיוק עץ אחד" היא 	הדגמות
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					– בארבע הטלות מטבע, ההסתברות של מאורע הפירוק "עץ בשתי ההטלות. מספר האפשרויות לקבוע את זהות שתי ההטלות = 	הראשונות בלבד" היא  A. על כן, הסתברות המאורע  = 6	מתוך ארבע ההטלות שבהן יתקבל עץ הוא   .6 ⋅  = 	היא,  
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				 עבור שש הטלות של המטבע. A חשבו בדומה לכך את הסתברות המאורע 	התנסות.

				 את המאורע "לפחות באחת מההטלות יתקבל המספר C בהטלת קובייה פעמיים, נסמן ב- .6דוגמה  – בהטלה B, 6 – בהטלה הראשונה יתקבל A  הוא איחוד של שני מאורעות:  C". המאורע  6) משותפת לשניהם. 6, 6. ואולם, שני המאורעות אינם זרים משום שהתוצאה (6השנייה יתקבל  יש לחסר מסכום ההסתברויות את הסתברות Cמכאן, לחישוב הסתברות של המאורע התוצאה המשותפת. תוצאת החישוב היא (בִּדקו):

				. 

					ההכללה הבאה של חוק החיבור מאפשרת לחשב את ההסתברות של איחוד מאורעות שהם לאו דווקא זרים.
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						 כדאי לבדוק תחילה אם אפשר לפרק אותו A בחישוב הסתברות של מאורע מורכב טיפ החיבור.לאיחוד מאורעות זרים בזוגות שהסתברותם קלה לחישוב. 
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						P(A) = 7 ⋅  =    
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				, כל אחת בדיוק פעם  אנו מונים את כל התוצאות הכלולות ב- בחישוב הוכחה. נמנות פעמיים, על כן באגף ימין צריך  התוצאות הכלולות ב-אחת. בסכום להחסיר את הסתברות החיתוך.
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				דה-מרה הציג לפסקל שאלה בדבר כדאיות ההימור על המאורע "לפחות באחת מבין ארבע הטלות ". אין קושי לבטא את המאורע כאיחוד מאורעות פשוטים דוגמת אלו 6של קובייה יתקבל המספר , אולם המשך הפתרון מסתבך מאוד. 6שבדוגמה 

					פסקל הציע דרך פתרון שונה, המתבססת על חוק הסתברות נוסף.

				. מתקבל: , A (השלימו). מחוק החיבור עבור שני המאורעות הזרים הוכחה
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				). היעזרו בטיפ המשלים כדי לחשב בדרך נוספת את הסתברות המאורע  6 (המשך דוגמה התנסות..C

				 את המאורע "לפחות באחת ההטלות יתקבל D בהטלת קובייה ארבע פעמים נסמן ב- .7דוגמה ". 6 הוא "כל ארבעת המספרים קטנים מ-D". המאורע המשלים ל- 6המספר 

				.  וכן,  	מנוסחת הכפל,  
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				. (D)P - 1 = P)  = (	מחוק המשלים,  
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				 הפרדוקס של גלטון

				). Francis Galton; 1911–1822	הפרדוקס מיוחס למדען האנגלי הידוע סר פרנסיס גלטון (

					בהטלת שלושה מטבעות, ההסתברות לקבל בשלושתם אותו צד (בכולם עץ או בכולם פלי) היא): 102 (נמקו). האתגר הוא למצוא את הפגם ב'פתרון' הבא (התרת הפרדוקס בעמ'  = 
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					כשמטילים שלושה מטבעות ברור שלפחות שניים מהם יפלו על אותו צד. לכן, די לברר מה .ההסתברות שהמטבע השלישי ייפול על צד זה. מטעמי סימטריה ההסתברות לכך היא 

				
					
						. מתקיים   A, B לכל זוג מאורעות חוק האיחוד.
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						. מתקיים   A לכל מאורע חוק המשלים.
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						, כדאי תמיד לבחון תחילה אם חישוב A בחישוב ההסתברות של מאורע מורכב טיפ המשלים. פשוט יותר ולנצל את הקשר הפשוט בין שתי ההסתברויות.הסתברות המאורע המשלים 
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				הוצאת פרטים מאוכלוסייה סופית 

				) תימצא שימושית גם בניתוח בעיות של הוצאת פרטים 35) (ראו עמ' 1נוסחת חישוב ההסתברויות (מאוכלוסייה סופית.

				 הם קירחים (נטולי שיער לחלוטין), אזי בבחירה 5% מהאוכלוסייה הם ג'ינג'ים וְ-1% אם הדגמה., וההסתברות שייבחר 0.01אקראית של פרט מהאוכלוסייה, ההסתברות שייבחר ג'ינג'י היא . 0.05קירח היא 

				 בהדגמה חשבו את הסתברות מאורע החיתוך ואת הסתברות מאורע האיחוד. פרטו ).iהתנסות (מה הנחתם.

				 מסתורי אטום, כדבשיעור מתמטיקה הראשון בחטיבת הביניים המורה הניחה על השולחן . 8דוגמה , על 2, על שניים רשום 1 שממוספרים כך: על אחד מהם רשום המספר כדוריםוסיפרה שיש בו . כמו כן הכדורים הזוגיים בכד הם שחורים והשאר לבנים. 4 ועל ארבעה רשום 3שלושה רשום 

					המורה עומדת להוציא מהכד כדור אקראי, ובכיתה התפתח דיון ערני איזו מההתרחשויות הבאות סבירה יותר: "יתקבל כדור שחור" או "יתקבל כדור לבן".

				.	-	מקצת התלמידים סברו שמכיוון שיש שתי אפשרויות, הרי הסיכוי של כל אחת הוא 

				) של המספר על הכדור שיוּצָא, אשר4, 3, 2, 1	-	אחרים התייחסו לארבע האפשרויות (. 	בחצי מהן יתקבל מספר זוגי. גם הם הסיקו שהסיכוי למספר זוגי (כדור שחור) הוא 

					-	כקוראים מנוסים של הספר תוכלו להציע גישה שונה.

						בבחירה מקרית של כדור, לכל הכדורים בכד יש עדיפות שווה. חישוב פשוט מורה ששישה	מתוך עשרת הכדורים הם בעלי מספר זוגי, כלומר שחורים. מכאן, סביר יותר לקבל כדור	שחור.

				 

				 הוצאת כדור מכד. צִבעו את הכדורים השחורים     .7איור 

				, על שניים רשום1 באופן זה: על אחד מהם רשום  כד מכיל כדורים הממוספרים ).iiהתנסות ( כדי 8. מוציאים מתוכו כדור אקראי. הציגו טיעון דומה לזה שבדוגמה 9, ..., על תשעה רשום 2לקבוע איזו מההתרחשויות הבאות סבירה יותר: "יתקבל כדור בעל מספר זוגי" או "יתקבל כדור בעל מספר אי-זוגי". נסו להכליל את שתי התשובות.
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				סידור פרטים בשורה

				 מיקי, מיני, פלוטו, ודונלד התיישבו על ספסל – כל אחד מהם בחר בתורו באקראי מקום .9דוגמה . ממקריות הבחירה בכל ישיבה שנשאר פנוי. לפנינו ניסוי ארבע-שלבי שבו שלב, כל האפשרויות הללו יכולות להתרחש בהסתברות שווה. נסמן מאורעות:

				 – מיני יושבת בקצה הימני,B – הארבעה יושבים לפי סדר האלף-בית של שמותיהם, A מיני יושבים בקצה הספסל.או – מיקי D מיני יושבים בקצה הספסל,  גם – מיקי וC

					אם נביא בחשבון את שני כיווני הישיבה, הרי בשניים מתוך הסידורים הישיבה היא לפי סדר .האלף-בית. על כן,   

				 יתרחש, למיני יש אפשרות ישיבה אחת (בקצה הימני), אחריה לשאר השלושה ישB	כדי ש- . 3 אפשרויות ישיבה בשלושת המקומות הנותרים. על כן, ⋅ 2 ⋅ = 1 6בדומה לכך זוהי גם ההסתברות שמיקי (או כל דמות אחרת) ישב במקום מסוים כלשהו בספסל (נמקו). 

				 שכל אחד מהם יֵשב בקצה הספסל. 	מחוק החיבור נסיק גם שיש הסתברות של 

				טיפ המיקוד

				 מקיומן של כל שאר להתעלם הנוגע למיני בלבד, אפשר היה למעשה B  לחישוב הסתברות המאורעהדמויות ולהתמקד באפשרויות הישיבה של מיני.

				.. לכן  Bלמיני עצמה יש ארבע אפשרויות לבחירת מקום, ורק אחת מקיימת את  

				התנסויות

				. (D)P, ובעזרתו את (C)P	–	חשבו בדומה לכך את 

				.(D)P =   + , וגם אם  (C)P=    ⋅ 	–	בדקו אם  
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				 בתרגילים הבאים תתבקשו להשתמש בהכללות של טיפ המיקוד.הערה.
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						. מאוכלוסייה סופית שחלק מהפרטים בה מקיימים תכונה הוצאת פרטים מאוכלוסייה סופית) מקבלים: 35) (עמ' 1, בוחרים באקראי פרט אחד. מנוסחה (Aמיוחדת, שתסומן 

						 למספר A שווה ליחס בין מספר הפרטים מסוג Aההסתברות שיתקבל פרט בעל התכונה הפרטים באוכלוסייה.
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				תרגילי חישוב וחשיבה לבחירה – הגישה הקלאסית  

				)105(פתרונות בעמ' 

				 ארנבונים, וארנבת בוגרת 4 ל-1.	בארנביה יש ארנבת צעירה, הממליטה מספר מקרי בין 1 ארנבונים.3 ל-1הממליטה מספר מקרי בין 

				.7 – מספר הארנבונים הכולל הוא A	א.	חשבו את הסתברות המאורע  

				,  ארנבונים לבוגרת)3 ( ארנבונים לצעירה)4	ב.	בדקו אם מתקיים:  (

				
					[image: ]
				

				.  ארנבונים לבוגרת)3 ( ארנבונים לצעירה)4		או אולי:  (

				
					[image: ]
				

					ג.	מהו הערך השכיח (הערך שהסתברותו הגדולה ביותר) של מספר הארנבונים הכולל? 

				.	נחתתם בכוכב לכת מרוחק המאוכלס בצפיפות ביצורים שהם בעלי עין אחת, שתי עיניים או 2שלוש עיניים. עם הנחיתה קיבלו את פניכם חמישה מקומיים, ומיהרתם לתעד כמה עיניים יש לכל אחד מהם. 

					א.	בהנחה ששלושת המינים נפוצים בכוכב באותה מידה, כמה תוצאות שְוות הסתברות יש	לניסוי? 

				 – בדיוקB – לחמשת היצורים יש אותו מספר עיניים,  A	ב.	חשבו את הסתברות המאורעות:  	אחד מחמשת היצורים הוא קיקלופ (בעל עין אחת).

				.	עשרת בני המן התיישבו באופן אקראי לארוחה סביב שולחן עגול. 3

					א.	מה ההסתברות שוויזתא יושב מול פרשנדתא? (רמז: היעזרו בטיפ המיקוד.)

					ב.	חשבו בדומה לכך את ההסתברות שוויזתא ופרשנדתא יושבים זה ליד זה.

				.	בסיבוב גלגל רולטה מאלו שבאיור, גובה הפרס נקבע על פי המספר המתקבל כשהגלגל נעצר.4
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					דני בוחר באקראי את אחד משלושת גלגלי הרולטה, מסובב אותו וזוכה בפרס המתאים. עתה דני מזמין באבירות את נורית לסובב גלגל אקראי מבין שני גלגלי הרולטה שנותרו. 

					ערכו לכל אחד מהשניים רשימה של ערכי הפרסים הצפויים להם והסתברויותיהם. האם יש לדני עדיפות על נורית? (רמז: עבור נורית ציירו עץ מנייה תלת-שלבי.)

				 בעיית ימי ההולדת

				 עלי ובבא שוקלים איך לחלק ביניהם את האוצר. עלי מציע לבבא את העסקה  (אתגר).10דוגמה הזו: אם בדרך מקרה יימצאו שניים מבין ארבעים השודדים שיום הולדתם חל בדיוק באותו תאריך, יקבל עלי את האוצר, ואם לאו, בבא יקבל אותו. האם העסקה הוגנת? 

					לצורך התשובה נבחן בזה אחר זה את תאריכי ימי ההולדת של ארבעים השודדים. לפנינו ניסוי  אפשרויות (כמספר ימות השנה). מנוסחת הכפל 365 שלבים, שבכל אחד מהם יש 40של  הן שְוות . בהנחה שתאריכי ימי ההולדת אקראיים, כל האפשרויות ב-נקבל הסתברות. 

				
					[image: ]
				

				 – עלי יקבל את האוצר, נבחן את הטיפים שרכשנו בפרק זה.A	לחישוב הסתברות המאורע 

				 של מאורעות פשוטים, כגון "מקס ומוריץ (שני שודדים) חוגגים יוםאיחוד הוא A	–	המאורע ),1 (ראו תרגיל באותו תאריך". ההסתברות של כל אחד ממאורעות האיחוד היא  	הולדת	אולם המאורעות אינם זרים בזוגות (נמקו). 

				 תאריכי הולדת שונים (נמקו). מודל40 – לשודדים יש  הוא A של המשלים	–	המאורע  התאריכים (נמקו).40 הוא של בחירה סדורה ללא החזרה של 	המנייה המתאים לחישוב  גורמים). מחוק המשלים מקבלים:40 (): 33	מכאן (ראו טבלה עמ' . 
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					במפתיע, העסקה כלל איננה משתלמת לבבא (יש לקוות שהוא למד קורס בהסתברות...).

				 המחשבה הטבעית היא שהאפשרות שיימצאו שני שודדים החוגגים את יום למה הופתענו?הולדתם ממש באותו תאריך היא בעלת סבירות נמוכה. הכשל בחשיבה זו הוא שאיננו מייחסים  מורכב ממאות רבות של מאורעות שכל אחד מהם Aמספיק תשומת לב לעובדה שהמאורע ).1מתייחס לזוג מסוים של שודדים (ראו תרגיל 

					התנסויות

				 – הארי פוטר, רון והרמיוני נולדו בימים שונים בשבוע.B	חשבו את הסתברות המאורע  ).i	(

				? מה הקשיים הניצבים בפנינו כשאנו מנסים לחשבB מהו המאורע המשלים של  אתגר.).ii(? ישירות את 
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				תרגילי חישוב וחשיבה לבחירה – בעיית ימי ההולדת  

				)106(פתרונות בעמ' 

				 – מקס ומוריץ חוגגים יוםC), חשבו את הסתברות המאורע  10.	א.	בבעיית עלי ובבא (דוגמה 1	הולדת בדיוק באותו תאריך.

				? האם מאורעות אלו זריםA מרכיבים את המאורע C	ב.	כמה מאורעות שְווי הסתברות מסוג  	בזוגות? 

				 נוסעים. איזה משתי האפשרויות סבירה יותר: שיימצאו 23.	באוטובוס בדרך לבית הספר יש 2באוטובוס שני נוסעים החוגגים יום הולדת בדיוק באותו תאריך, או שלא יימצאו שניים כאלו?

				 מודל הקלפים

				בחירה ללא החזרה – הפתעה הסתברותית 

				 לכל אחת מארבע הכוסות בסדר פסח ייבחר אקראית בקבוק יין חדש מתוך מבחר א.11דוגמה בצורה  בקבוקי יין שונים, חמישה לבנים ושישה אדומים. מאופי הבעיה, הבחירה נערכת 11של .סדורה וללא החזרה

				 – כל ארבעת היינות שנבחרו הם אדומים. – לא נבחר אף יין אדום, 	נתבונן במאורעות: 
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				. ) כי מנייה בשלבים נותנת:   33	נזכיר (עמ' 

				. ,   	בדומה לכך:   
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				. ,   	מכאן:   
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				 בקבוקי 11לסבב משקאות בטיסה נבחרו באקראי ארבעה בקבוקי יין מתוך מלאי של ב. 11דוגמה יין שונים, חמישה לבנים ושישה אדומים. נחשב את הסתברות המאורעות: 

				 – נבחרו רק יינות אדומים.  – לא נבחר אף יין אדום,    
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				 הבחירה שלהם. מדובר ואין משמעות לסדר, ללא החזרה	נשים לב שהבקבוקים נבחרים ) או בעזרת פקודת אקסל 32אפוא בבחירה של קבוצה חלקית. בעזרת משולש פסקל (עמ' ) מקבלים:33(עמ' 

				. ,   ,   
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				.  ,  וְ-   	על כן:   
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				 הקלפים נבחרים בעבור יד של כל שחקן בצורה סדורה, אבל במשחק אין למעשה משמעות הבחנה.לסדר קבלת הקלפים. מכיוון שההוצאה נערכת ללא החזרה, הרי יד קלפים היא בפשטות קבוצה חלקית של קלפים מהחפיסה. בהנחה שהחפיסה טרופה היטב, כל הידיים האפשריות הן שְוות הסתברות.

				לפני שנפנה לניתוח הסתברותי של משחקי קלפים, ניעזר בתוכנת אקסל כדי להתרשם מסדר הגודל של המספרים המעורבים בבעיות אלו. 

				. 	-	מספר ידי הפוקר השונות שאפשר להוציא מחפיסת קלפים הוא: 

				.	-	מספר ידי הברידג' השונות שאפשר להוציא מחפיסת קלפים הוא: 

					מספר ידי הברידג' האפשריות הוא יותר מפי שישה ממספר הכוכבים בשביל החלב, המוערך  מיליארד. מכאן גם ברור כי ההסתברות שאי פעם תקבלו את אותה יד שקיבלתם זה 100ב-עתה היא אפסית.

				שחקני הקלפים (פול סזאן)

				 שחקן של פוקר למתחילים מקבל יד של חמישה קלפים מתוך חפיסה טרופה היטב .12דוגמה , והאפשרויות ). 43 הקלפים מסדרת לב אדום (ראו איור בעמ׳ 13שכוללת רק את  – ביד הפוקר אין אף קלף תמונה. שוות הסתברות. נתבונן במאורע הן 

				
					[image: ]
				

				 יתרחש, יש לבחור את כל חמשת הקלפים מתוך העשרה שאינם תמונה. 	כדי ש-

				.  . על כן  	מספר האפשרויות לכך הוא  

				
					[image: ]
				

				 – ביד הפוקר יש קלף תמונה אחד, ייערך בשני שלבים  חישוב הסתברות המאורע התנסות.ובשיתוף עמכם.

					תחילה בוחרים קלף תמונה אחד מתוך שלושה קלפי התמונה. מספר האפשרויות לכך הוא . (השלימו):  

					בשלב הבא משלימים את היד עם ארבעה קלפים שאינם תמונה. מספר האפשרויות לכך הוא .(השלימו):  

				. .  על כן   	מנוסחת הכפל  
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				תרגילי חישוב וחשיבה לבחירה – מודל הקלפים  

				)106(פתרונות בעמ' 

				 שופטים, מהם שבעה ליברלים והשאר שמרנים. לדיון בעתירה 12.	בבית המשפט העליון יש 1בעניין זכויות אדם נבחר הרכב חלקי של שלושה שופטים. חשבו את הסתברות המאורע – רוב השופטים היושבים בעתירה הם שמרנים.

				.	עשרים קרפדות אתלטיות מחולקות באקראי לשתי קבוצות מתחרות בנות עשר קרפדות 2כל אחת. בטאו (ללא חישובים) את הסתברות המאורע "קרמיט, פרוגי וקרפי יהיו יחד באותה קבוצה".

					(רמז מועיל: קראו לקבוצות א וְ-ב, ופרקו לאיחוד של שני מאורעות.)

				 זהים ארבעה עותקים בסדר מקרי.	על המדף של מרכזת המתמטיקה בבית הספר מונחים 3 של הספר זהיםשל הספר "מבוא ללוגיקה מתמטית" מהסדרה כדאי לדעת, ושלושה עותקים בהסתברות מהסדרה כדאי לדעת. 

					א.	בכמה דרכים שונות אפשר לסדר את הספרים על המדף?

						(רמז: די למנות את האפשרויות לבחירת ארבעה מקומות עבור ספרי הלוגיקה מתוך שבעת	המקומות שבמדף.) 

					ב.	חשבו את ההסתברות שכל ספרי הלוגיקה יהיו זה ליד זה וכל ספרי ההסתברות יהיו זה ליד	זה. 

					ג.	חשבו את ההסתברות שכל ספרי הלוגיקה יהיו זה ליד זה. 

				בסדר	ד.	חִזרו ופִּתרו את סעיפים א-ג עבור המדף של מרכזת לימודי הספרות, שבו מונחים  (במקוםשונים (במקום הלוגיקה) ושלושה ספרי שירה שונים ארבעה ספרי מדע בדיוני 	מקרי	ספרי ההסתברות). מה גיליתם?

				 שחמט בארץ הפלאותאתגר..4

				 שחקני השחמט מחולקים באקראי לשלושה בתים בני ארבעה שחקנים כל 12	בארץ הפלאות, אחד. מה ההסתברות שאליס, הארנב, והכובען המטורף יימצאו יחד באותו בית?

					(רמז: פרקו לאיחוד שלושה מאורעות זרים בזוגות ושְווי הסתברות. לחישוב ההסתברות של .) 39מאורע פירוק היעזרו בטיפ המיקוד בעמ' 
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				 הגישה השכיחותית, הסתברות ניסויית

				הגישה הקלאסית מוגבלת לניסויים שיש להם מספר סופי של תוצאות אפשריות, ואין עדיפות הסתברותית לתוצאה אחת על פני האחרת. במקור צמחה גישה זו מניתוח של משחקי מזל שונים, אך נוכחנו לדעת שהיא מתאימה לניתוח מצבים חשובים נוספים, למשל דגימה מאוכלוסיות סופיות וסידור פרטים בשורה.

				הגישה הקלאסית איננה מתאימה לטיפול במצבים שבהם מרחב המדגם אינו סופי. למשל, במניית  מספר התגובות ׳אהבתי׳ (לייקים) שקיבל ידוען (סלב) רשת בשבוע מסוים, תוצאות הניסוי הן (אין מספר אחרון), או הגובה של המורה למתמטיקה שלכם – מרחב המדגם הוא קטע של מספרים.

				גם אם מספר תוצאות הניסוי הוא סופי, בניסויים רבים ברור שתוצאות מסוימות יתרחשו בסבירות גבוהה יותר מאחרות. לדוגמה, בבדיקת מספר הילדים במשפחה שנבחרה באקראי בישראל, סביר  הוא אומנם 13 ילדים. הערך 13 ילדים מאשר משפחה שלה 4 או 3, 2יותר למצוא משפחה שלה אפשרי, אך אינו נפוץ.

				 המעוניין לרכוש ביטוח חיים. על חברת הביטוח להביא בחשבון את כל 20נתבונן לדוגמה בצעיר בן האפשרויות של מספר השנים שבהן הצעיר ישלם את דמי הביטוח עד שהיא תיתבע לשלם בעבורו.  אינו מתאים במקרה זה (נמקו). כיצד יחושבו מודל המציע סבירות שווה לאפשרויות אפוא ההסתברויות בבעיות מעשיות מסוג זה?

				הגישה המקובלת לחישוב סיכויי התוצאות האפשריות השונות בבעיות של ביטוח חיים ובבעיות מעשיות דומות, שבהן לא מתקיימת סימטריה הסתברותית, היא להיעזר בנתונים סטטיסטיים שהצטברו מהעבר. שיטה זו מבוססת על הרעיון שככל שמגדילים את מספר המקרים שאנו מבססים עליהם את הערכתנו, כן החלק היחסי של הניסויים שמתרחשת בהם תוצאה מסוימת הולך ומתייצב סביב מספר קבוע כלשהו. משמעות מספר זה בעבורנו היא ההסתברות של תוצאה , ובה נעסוק בסעיף זה.התייצבות השכיחוּת היחסיתזו. תופעה ניסויית זו נקראת 

				תופעת התייצבות השכיחות היחסית  

				בהטלה יחידה של מטבע, התוצאה עץ עשויה להתרחש או לא להתרחש. אם נערוך סדרה חוזרת של הטלות מטבע, בחלק מהן יתקבל עץ ובחלק פלי. מה אפשר ללמוד מתוצאות ההטלות אם נמשיך עוד ועוד?

				 בעזרת תוכנת מחשב מתאימה ערכנו הדמיה (סימולציה) של ניסוי הטלת מטבע תקין הדמיה. רשמנו 3 – התקבל עץ. בלוח A פעמים בזו אחר זו. בכל הטלה בדקנו אם התרחש המאורע 500 ההטלות הראשונות, ובטור  (כלומר, את מספר העצים) ב-A המאורע שכיחותבטור האמצעי את  ההטלות. – החלק היחסי של העצים ב- המתאימה השכיחות היחסיתהשמאלי את 
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				, , בשלוש ההטלות הראשונות שערכנו התקבלו התוצאות: פלי, פלי, עץ, ומכאן:  
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				 רשמנו ערכים נוספים כפי שהתקבלו בהדמיית המחשב שערכנו.3. בלוח 

				 הלך וגדל, ערכי השכיחות היחסית (בטור השמאלי) כפי שרואים בלוח, ככל שמספר ההטלות . בהתאם לכך, על פי הגישה השכיחותית, נאמר כי ההסתברות לעץ היא 0.5התייצבו סביב המספר . מובן שבסדרה אחרת של הטלות תתקבל סדרה שונה, אולם אפשר להבחין בתופעה אופיינית 0.5זו: 

				. 0.5בכל מספר רב של הטלות מטבע תקין, ערכי השכיחות היחסית הולכים ומתייצבים סביב 

				 הטלות המטבע והשכיחות היחסית המתאימה מספר העצים ב-.3לוח 

				
					 - מספר ההטלות
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					שכיחות עץ

				

				
					 - השכיחות היחסית של עץ
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				, וערכו ניסוי דומה של הטלות A (למשקיענים). בהטלת קובייה התמקדו במאורע כלשהו התנסותהקובייה מספר רב של פעמים (ידנית או בעזרת תוכנת מחשב מתאימה). עקבו אחרי התרחשות  שבחרתם.A, ובדקו אם מתקיימת התייצבות של השכיחות היחסית של המאורע Aהמאורע 

				התנסות רבת שנים הראתה שתופעת התייצבות השכיחות היחסית סביב מספר קבוע כלשהו מתקיימת בכל מקרה שבו עורכים סדרה ארוכה של חזרות בלתי תלויות על אותו ניסוי, ובודקים את . Aהשכיחות היחסית של מאורע כלשהו 

				התופעה הניסויית של התייצבות השכיחות היחסית הייתה הבסיס לניסיון שעשה בתחילת המאה ) להגדיר בכלליות הסתברות של מאורעות בניסוי אקראי Von Mises)  המתמטיקאי פון מיזס20ה-בדרך זו:
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				 של סדרת המספרים האין-סופית הגבול אם נרצה הגדרה מדויקת, יש לכתוב שזהו הערה.. ואולם במציאות אין אפשרות לערוך סדרה אין-סופית של חזרות. עוד . 7נחזור ונדון בכך בפרק ההעשרה 

				 נמקו בקצרה את התכונות הבאות של השכיחות היחסית: ).iהתנסות (

				.	-

				.	-	

				. מתקיים   A, B	-	למאורעות זרים  

				 מתקיימים שלושת חוקי ההסתברות:מסקנה.

				.	-

				.	-

				. מתקיים   A, B למאורעות זרים חוק החיבור.	-

				. הוכיחו (מילולית) שמתקיים   ).iiהתנסות (

				.    מסקנה – חוק האיחוד.
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				חשוב לציין שבפועל חישוב ההסתברות הניסויית של מאורעות מתבסס בדרך כלל על נתונים סטטיסטיים קיימים. הערכות ההסתברויות מתבססות על אחוז הפעמים שהמאורע הנדון התרחש בעבר בניסויים רבים מאוד שנערכו. 

				. 0.514-	שיקולי שכיחות יחסית יובילו להערכה שההסתברות בישראל ללידה של בן זכר היא כ-מעניין לציין שנתון דומה נכון למגוון רחב של אוכלוסיות אנושיות, ואפילו לסוגים שונים של בעלי חיים. 

				.	לנוחות הקריאה של המשך הספר נרשה לעצמנו לעגל בו את הערכת ההסתברות שלנו ל-

				69, שנלקח מאוכלוסייה של בעלי זכות בחירה בישראל, נמצאו 500 בגודל במדגם מייצג-	אם נעריךמצביעי המפלגה 'זהו זה', אזי בבחירה מקרית מכלל אוכלוסיית בעלי זכות הבחירה,  (השכיחות היחסית במדגם). שיתקבל מצביע למפלגה זו ב- את ההסתברות

				 הסיכוי להצלחה של כל אחד מההליכים הרפואיים שיציע לנו הרופאהערכת-	בדומה לכך, מתבססת על נתונים סטטיסטיים מתאימים מהעבר, ואת אותן פעמים רבות אפשר למצואברשת. 
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						 – הגישה השכיחותיתAהסתברות של מאורע 

						חוזרים על ניסוי אקראי שוב ושוב באותם תנאים (חזרות בלתי תלויות), ובודקים בכל ניסוי אם  חזרות על הניסוי.  ב- Aהשכיחות היחסית של  את . נסמן ב-Aהתרחש המאורע 
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						 הערך שסביבו מתייצבת השכיחות היחסית, היא , Aההסתברות (הניסויית) של המאורע בסדרה ארוכה של חזרות על הניסוי. 
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				 ככלל, בחנו היטב את מקור הנתונים ואת טיבם לפני שתגיעו להחלטות. חשוב מאוד זהירות.לוודא גם שההערכות שלכם מתבססות על מספר גדול דיו (לצורכיכם) של נתונים, ושהם רלוונטיים בעבורכם! 

				 בישראל נחשב חודש מאי בדרך כלל לחודש יבש, ללא גשם. אך התבוננות בנתוני הגשם .13דוגמה  מהם לא 13 מורה שרק ב-2013–1934 השנים שבין 80שנרשמו בקיבוץ כפר גלעדי שבצפון ב- את המאורע – בחודש מאי לא ירד כלל גשם בכפר גלעדי. ירד גשם בחודש מאי. נסמן ב-אם נשתמש בנתונים הללו כנתונים מייצגים, אפשר לומר שההסתברות הניסויית של המאורע .  השנים הללו. נרשום,  80 שווה בקירוב ליחס של חודשים כאלה ב-) שבכפר גלעדי ירד גשם בחודש מאי.84%מצאנו שיש סיכוי גבוה מאוד (כ-

				
					[image: ]
				

				 מהם היו יותר משני ימי גשם בחודש מאי. מכאן 33 השנים הללו, ב-80	בדומה לכך, מתוך נעריך שההסתברות שבשנה הקרובה יהיו בכפר גלעדי יותר משני ימי גשם בחודש מאי היא . 

				 נגלה שלתופעה הניסויית של התייצבות השכיחות היחסית, שעליה ביססנו את ההגדרה 5בפרק השכיחותית של הסתברות מאורעות, יש חשיבות גדולה בהתפתחות התורה המודרנית. 

				 מוצגות ארבע הדמיות אמת שונות, שכל אחת עוקבת אחר השכיחות היחסית 3 באיור הבאהתנסות. הטלות מטבע. בחנו את ארבעת הגרפים ונסו לענות על שאלות אלה:1000של קבלת עץ ב-

				 הטלות כדי לברר את ההסתברות הניסויית של המאורע100	א.	האם די בסדרה מסוימת של 	"בהטלה יחידה יתקבל עץ"? 

				 

				 הטלות. האם ההתייצבות	ב.	השלימו. על פי הגרפים נראה שההתייצבות מופיעה לאחר 	נשמרת בהמשך?

				.	ג.	השלימו. מהגרפים נראה שהשכיחות היחסית של 'עץ' מתייצבת סביב המספר 

					ד.	האם נכון שככל שמגדילים את מספר ההטלות כך השכיחות היחסית קרובה יותר	למספר זה?
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						ההסתברות הניסויית של מאורע באוכלוסייה כולה מתבססת על השכיחות היחסית באופן כללי. במדגם מייצג גדול דיו מתוך האוכלוסייה. 

					

				

			

		

		
			
				.An Introduction to Probability and Simulation (Kevin Ross, 2022). לקוח מהספר 3

			

		

	
		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				

			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				

			

		

		
			
				 - הסתברות – גישות חישוביות3פרק 

			

		

		
			
				תרגילי חישוב וחשיבה לבחירה – הגישה השכיחותית, הסתברות ניסויית 

				)106(פתרונות בעמ' 

				 מבוגרים בארצות הברית – מספר הספרים 1000.	נערך סקר שעסק בהרגלי הקריאה של 1שנקראו במהלך שנה אחת. בשתי העמודות הימניות בטבלה שלהלן מוצגות תוצאות הסקר.

				
					מספר הספרים

				

				
					שכיחות במדגם

				

				
					ההסתברות הניסויית בקרב כלל המבוגרים

				

				
					0

				

				
					280

				

				
					0.28

				

				
					1-5

				

				
					260

				

				
					6-10

				

				
					160

				

				
					11+

				

				
					300

				

				
					סך הכול

				

				
					 1000

				

				
					1

				

					א.	כפי שנוכחנו, אפשר להשתמש בתוצאות מדגם מייצג גדול דיו כדי לקבל הערכות	הסתברותיות הנוגעות להרגלי הקריאה של כלל המבוגרים בארצות הברית. השלימו בהתאם	את הטבלה.

					ב.	בוחרים באקראי פרט מאוכלוסיית המבוגרים בארצות הברית. מה ההסתברות הניסויית של – המבוגר שנבחר קרא פחות משישה ספרים בשנה האחרונה?A	המאורע 

					ג.	בוחרים באקראי, ללא החזרה, מבוגר נוסף מתוך אוכלוסיית המבוגרים בארצות הברית.? נמקו.A	מה הסתברות המאורע 

				.	(לסקרנים) העלו שאלה או השערה הסתברותית כלשהי בנושא שמעניין אתכם והנוגע 2לאוכלוסיית ישראל. עתה היכנסו לאתר הלשכה המרכזית לסטטיסטיקה (הלמ"ס): 

				. https://www.cbs.gov.il/he/pages/default.aspx

					באתר אפשר למצוא שפע של נתונים מרתקים הנוגעים לישראל. ערכו חיפוש וענו על שאלתכם.

				 ביום נישואיהם. גיל חתנים וכלות בישראל.	בשיטוט באתר הלמ"ס מצאנו נתונים מפורטים על 3 – זוגות יהודים נישאים, לפי גיל החתן וגיל הכלה.2018 שנת 8נציג כאן חלק קטן מלוח 

				 באתר הלמ"ס בעזרת קישור זה:8	הקוראים מוזמנים להיכנס ללוח 

				https://www.cbs.gov.il/he/publications/doclib/2020/nisuim2017/t08-18.pdf	 

				שימו לב שיש לאחות את שני הלוחות הבאים, כך שהלוח התחתון יהיה ההמשך משמאל של  גיל הכלה בהינתן גיל החתן (יש התפלגותהלוח העליון. כל שורה בלוח המתקבל מתארת את לחלק כל שכיחות בַּסך הכול המתאים הרשום בטור השני מימין באותה שורה).
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				. בשבע מהן גיל18 מכלל החתונות שבהן גיל החתן הוא 433	א.	השורה הרביעית בלוח מפרטת , וכן הלאה. אנחנו נניח שנתונים אלו מייצגים18 הכלה הייתה בת 148, ב-17	הכלה היה עד 	גם את השנה הבאה. חשבו לפי הנתונים את ההסתברות (הניסויית) שבשנה הבאה יינשא לכלה מבוגרת ממנו.18	חתן בן 

				, מהו גיל הכלה שהסתברותו הגבוהה ביותר? מהי ההסתברות המתאימה?18	ב.	עבור חתנים בני 

				 שתי גישות חישוביות – משמעות אחת

				 נציג את הגישה המודרנית לתורת ההסתברות. כפי שניווכח, הגישה הכללית איננה חישובית. 5בפרק ואולם, מכיוון שיתברר לנו ששתי הגישות החישוביות שהצגנו בפרק זה תקֵפות, הן ימשיכו לשמש אותנו בפתרון בעיות מעשיות. 

					איזו משתי הגישות החישוביות נעדיף?•

				 פשוטה ונגישה יותר, אך היא מוגבלת לניסויים בעלי מספר סופי של 	הגישה הקלאסית-תוצאות אפשריות שאפשר ליחס להן הסתברויות שוות. 

				 תקֵפה לכל ניסוי שאפשר לחזור עליו שוב ושוב באותם תנאים. חסרון 	הגישה השכיחותית-מובנה שלה הוא הטרחה הכרוכה בהשגת הנתונים הנדרשים. לא ברור גם מהו מספר הניסויים הנדרש כדי לקבל הערכה שתחשב טובה דָיה, שהרי אין דרך לדעת בוודאות שהגענו להתייצבות. מדובר אפוא בהערכות בלבד שאנו מבססים עליהן את שאר החישובים.
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					נזכיר: בפועל, איננו חוזרים על הניסוי שוב ושוב כדי לקבל הסתברות של מאורע בניסוי אקראי, אלא מתבססים על נתונים סטטיסטיים קיימים. האינטרנט מנגיש מאוד את הנתונים הנדרשים. 

				(לצורכינו) יש להקפיד לוודא תמיד שההערכות ההסתברותיות מבוססות על מספר גדול דיו  של נתונים, ושהנתונים הללו אכן רלוונטיים בעבורנו.

					רמת הדיוק •

				-	כאמור, בפועל לא נבצע אין-סוף חזרות על ניסוי, ועל כן הגישה השכיחותית מספקת הערכות הסתברותיות בלבד. 

				-	עם זאת, יש לדעת שבגישה הקלאסית ייחסנו הסתברויות שוות לתוצאות משחקי מזל, בעוד במציאות סביבונים, קוביות, גלגלי רולטה וכדומה אינם מאוזנים בשלמות, חפיסת קלפי משחק אינה טרופה בצורה מושלמת, המקריות בבחירת מדגם של פרטים מאוכלוסייה אינה מושלמת, וכן הלאה.

					משמעות זהה – צפי לטווח ארוך•

				 היא החלק היחסי A-	על פי הגישה השכיחותית, המשמעות שמייחסים להסתברות של מאורע 	 יתרחש מתוך מספר רב של חזרות עתידיות על הניסוי Aהצפוי של מספר הפעמים שהמאורע באותם תנאים.

				-	מה באשר לגישה הקלאסית? נתבונן, למשל, בהוצאת קלף מחפיסת קלפים טרופה היטב. יחס העדיפויות של המאורע "יתקבל מספר" לעומת המאורע המשלים "תתקבל תמונה" הוא . מובן שבניסוי יחיד P (תמונה),  P (מספר), שתרגמנו אותו להסתברויות 12:40? תתקבל תמונה או שיתקבל מספר. מהי אפוא המשמעות של הערך המספרי 

				
					[image: ]
				

						ובכן, בדומה למשמעות שאנו מייחסים להסתברות בגישה השכיחותית, על פי ההגדרה הקלאסית גם במשחקי מזל ההסתברות מבטאת צפי לטווח ארוך. עבור מהמרים, למשל, יש  בהמשך. 14חשיבות רבה לידיעת נתון ניסויי זה. ראו המחשה היסטורית בדוגמה 

				 אינטואיציות במבחן

				. האם 1/2	כאמור, השכיחות היחסית של עץ בהטלות חוזרות של מטבע הוגן מתייצבת סביב ? עצים? 50 הטלות של מטבע נקבל בהסתברות גבוהה 100נובע מכך שב-

					שימוש באקסל נותן תשובה מדויקת לשאלה. 

				), נפרק את המאורע 36 (עמ' 5. בדומה לדוגמה  מטבעות 100	נזכיר: בניסוי של הטלת  מאורעות זרים ושְווי הסתברות – על פי זהות הקבוצה  עצים" לאיחוד של 50"יתקבלו בדיוק  ההטלות שבהן בלבד יתקבל עץ. כל אחד ממאורעות הפירוק כולל 100 מתוך 50החלקית של . מכאן (נעזרנו באקסל):תוצאה אחת בלבד של הניסוי, והסתברותו היא 
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				.P הטלות) 100 עצים ב-50 (
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					נוסיף ונציין שכאשר מספר ההטלות הולך וגדל, ההסתברות שבדיוק בחצי מההטלות נקבל עץ . חִשבו על הסבר לתופעה. (רמז: הביאו בחשבון שמספר התוצאות האפשריות של 0שואפת ל-הניסוי הולך וגדל.)

				נקנח בהפתעה היסטורית מעניינת הנוגעת למשמעות של ההסתברות המשקפת צפי לטווח ארוך.

				 (בעיה היסטורית מפורסמת של שבליה דה-מרה). על איזה משני המאורעות הבאים 14דוגמה עדיף להמר: 

				 לפחות פעם אחת;6 – בהטלת קובייה ארבע פעמים יתקבל המספר A

				) לפחות פעם אחת.6, 6 פעמים תתקבל התוצאה (24 – בהטלת זוג קוביות B

				 

				) 1/36, אבל ההסתברות הנדרשת בכל הטלה (6	נשים לב שהכפלנו את מספר ההטלות פי . על פי האינטואיציות של דה-מרה שתי פעולות אלו יקזזו זו את זו. האומנם?1/6קטנה פי 

				, ואולם לתדהמתו התברר B להימורים על  A	דה-מרה, שהיה מהמר מתוחכם, עבר מהימורים על לו שלאורך זמן צבר הפסדים. ההתנסות המעשית הובילה אותו לפקפק באינטואיציות שלו.

				 ולהסביר B וְ- A	בעזרת הכלים של פרק זה, אין קושי לחשב את ההסתברות של שני המאורעות ). 37לדה-מרה את טעותו. הפתרון שנציג מתבסס על טיפ המשלים (עמ' 

				):37 עמ' 7	נזכיר (ראו דוגמה 

				; 6 – באף אחת מארבע ההטלות של הקובייה לא יתקבל המספר 

				). 6, 6 ההטלות של זוג הקוביות לא תתקבל התוצאה (24 – באף אחת מ-

				,   וכן  ), בהטלת קובייה ארבע פעמים:  21	מנוסחת הכפל (ראו עמ' 

				
					[image: ]
				

				.	ומכאן:  

				. 	שימוש בחוק המשלים נותן:   

				, ומכאן: וכן  פעמים:   24	בדומה לכך, בהטלת זוג קוביות 
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				., ומחוק המשלים נקבל:   
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					על פי החישובים שערכנו, הניסיון המעשי אכן הוביל את דה-מרה למסקנה הנכונה. בניגוד . B עדיף על פני ההימור על Aלאינטואיציות שלו, שתי ההסתברויות אינן שוות, וההימור על .   אכן מוביל להפסדים שכן   Bלכאורה, הפער אינו גדול, אך לאורך זמן הימור על  
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				 שתי הגישות החישוביות שהצגנו בפרק זה יעילות מאוד בפתרון בעיות מעשיות, והן אפילוג לפרק.משתלבות היטב זו לצד זו. ואולם, הן אינן מספקות בסיס תאורטי לתורה כוללת לניתוח מצבים של .5אי-ודאות. על כך בפרק 

				אז מה היה לנו? גישות חישוביות להסתברות 

				מושגים חדשים 

					סימטריה של עדיפויות, הגישה הקלאסית לתורת ההסתברות.•

					שכיחות יחסית של מאורע, הגישה השכיחותית לתורת ההסתברות.•

				כלים חדשים 

				.Aההסתברות של  וייקרא  אנו מתאימים מספר שיסומן A	לכל מאורע •

				 מחושבת כך:A	בניסוי בעל מספר סופי של תוצאות שְוות עדיפוּת, ההסתברות של מאורע •

					בניסוי שאפשר לחזור עליו שוב ושוב באופן שתוצאת כל חזרה אינה מושפעת מהתוצאה של • מוגדרת כמספר שסביבו מתייצבת Aההסתברות (הניסויית) של מאורע הניסויים שקדמו לה, השכיחות היחסית של המאורע. 

					בשתי הגישות מתקיימות תכונות אלה:•

				.;   	-
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				. מתקיים   A, B למאורעות זרים  חוק החיבור.	-

				. מתקיים   A לכל מאורע חוק המשלים.	-

				. מתקיים   A, B לכל זוג מאורעות  חוק האיחוד.	-

				) הוא אב-טיפוס לניתוח הסתברותי של בעיות שבהן מוציאים – בצורה 42	מודל הקלפים (עמ' •בלתי סדורה וללא החזרה – פרטים מאוכלוסייה סופית, שלחלק מהפרטים בה יש תכונה 'מיוחדת'.

				תובנות חדשות שרכשנו 

					בהוצאת פרטים ללא החזרה מאוכלוסייה סופית, אם המאורע עצמו אינו מנוסח במונחים של •סדר אפשר להניח לצורך הפתרון ההסתברותי שאין משמעות לסדר הבחירה.
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							Aמספר התוצאות ב-

						

					

					
						
							מספר התוצאות במרחב המדגם

						

					

					
						
							P(A) = = 
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					התופעה הניסויית של התייצבות השכיחות היחסית מראה שיש בטבע חוקיות באי-ודאות. •חוקיות זו היא הבסיס לגישה השכיחותית לתורת ההסתברות.

					ההסתברויות של המאורעות הפשוטים בבעיה נתונה מתקבלות על פי רוב משיקולים של •סימטריה, משיקולי יחסי עדיפויות, או מתוך נתונים סטטיסטיים. לצורך חישוב הסתברויות של מאורעות מורכבים, ניעזר בחוקי ההסתברות.

					בהוצאה מקרית של פרט מהאוכלוסייה, מדגם מייצג גדול דיו מאפשר לנו להעריך את • במדגם.A על פי השכיחות היחסית של התכונה Aההסתברות לקבלת פרט בעל תכונה 

				 היא החלק A	בשתי הגישות החישוביות שהצגנו, המשמעות שמייחסים להסתברות של מאורע • יתרחש מתוך חזרות רבות על הניסוי באותם Aהיחסי הצפוי של מספר הפעמים שהמאורע תנאים.

			

		

	
		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				

			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				

			

		

		
			
				 - הסתברות מותנית ואי-תלות4פרק 

			

		

		
			
					הסתברות מותנית ואי-תלות

					תורת ההסתברות אינה אלא היגיון פשוט שנותב לחישובים.

				(מתמטיקאי-פיזיקאי נודע) פייר-סימון לפלס

				הנושאים שבהם נעסוק בפרק זה הם נושאים חשובים ביותר בהסתברות, אך הרעיונות שנציג אינם אינטואיטיביים. בפרק נתמודד עם כשלי חשיבה נפוצים ונעמיק את החשיבה ההסתברותית. פרק  (הפתעות הסתברותיות) הוא המשך ישיר, אתגרי, של פרק זה. על פי מידת העניין, אפשר להמשיך 6.5 לפני שחוזרים לפרק 6ישירות לפרק 

				עדכון הסתברויות לנוכח ידע נוסף 

				במהלך ניתוח ניסוי אקראי שאת ההסתברויות של המאורעות בו אנו יודעים לחשב, מתקבל לעיתים מידע נוסף שעשוי להיות נוגע לעניין הערכת ההסתברויות. השאלה היא כיצד להשתמש נכון במידע הנוסף כדי לעדכן את הערכות ההסתברות המקוריות. בפרק זה נעסוק בשאלות כגון אלה:

					מה ההסתברות שביום ספורט שתוכנן מראש לעוד יומיים ירד גשם, אם מתברר שהיום יורד •גשם? 

				, אם 16	מה ההסתברות שהגובה העתידי של תינוק שאך זה נולד יהיה בעשירון העליון בגיל •בדקנו ומצאנו שהגובה של אביו נמצא בעשירון העליון?

					מה ההסתברות שמדינה שזכתה השנה במקום הראשון באירוויזיון תזכה במקום ראשון גם •בשנה הבאה?

				יש מצבים שבהם קל להפעיל אינטואיציות בדומה לאלה שרכשנו בפרק הקודם ולעדכן בקלות את החישובים. אך פעמים רבות נגלה שהכלים ההסתברותיים שבידינו והאינטואיציות שרכשנו אין די בהם כדי לערוך את העדכון הנדרש. בפרק שלפנינו נציג את הכלים החדשים הנדרשים לשימוש נכון בידע מצטבר. 
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						 בהיעדר אינטואיציות וכלים מתאימים, הנטייה הטבעית היא לוותר, במודע או שלא במודע, על שימוש בידע שנוסף. בעידן שבו אנו חשופים לכמות עצומה של מידע מכל עבר, יש חשיבות רבה לעדכן את האינטואיציות ואת כלי הניתוח כדי שנוכל להשתמש באופן מיטבי בכל ידע חדש שיגיע לידינו.
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				 עדכון הסתברויות 

				). נתבונן 100 קלפים (ראו עמ' 52 יותם בחר קלף אקראי מחפיסה טרופה היטב של הדגמות. א.. קלפי נסיך,  4 – הקלף שנבחר הוא נסיך. מכיוון שבחפיסה יש Aבמאורע 

					יותם מגלה לנו שׁהקלף שנבחר הוא תמונה. כיצד המידע הנוסף משפיע על הערכת ההסתברות ?Aשל 

				,  – נבחרה תמונה, ונסמן את ההסתברות המעודכנת באמצעות: B	נסמן מאורע  הוא המאורע המבוקש (נסיך).A הוא הידע הנוסף (תמונה), וְ-Bכאשר  

				 הקלפים 52 מ-לצמצם את מרחב המדגם	כדי לעדכן את ההסתברות, כל שעלינו לעשות הוא  הם קלפי נסיך, ההסתברות 4 קלפי התמונה רק 12 קלפי התמונה. מכיוון שמתוך 12בחפיסה ל-.המעודכנת היא:   

				 – סכום שני המספרים הוא דו-ספרתי (ראו האזור A. נסמן מאורע זוג קוביותאורן מטיל ב. .). מנייה באיור מראה כי   8האפור באיור 

				 – התקבל דאבל B	אורן מגלה לנו שיש לו דאבל (בשתי הקוביות אותו מספר). נסמן מאורע ?A). כיצד משנה מידע נוסף זה את הערכת ההסתברות של 8(ראו האזור המקווקו באיור 

				 מפוספסות. B מסומן באפור, התוצאות הכלולות במאורע התנאי  A המאורע המבוקש .8איור 

				, כל שעלינו לעשות הוא לצמצם את מרחב המדגם 	לחישוב ההסתברות המעודכנת  תוצאות 6 (דאבל). מתוך B במאורע התנאי  התוצאות הכלולות 6 ל- התוצאות ב-36מכלל .. ההסתברות המעודכנת היא אפוא  A תוצאות כלולות במאורע 2אלו, 
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				 – סכום המספרים הוא ראשוני.C את תוצאות המאורע  8 – סמנו בצבע על איור 	התנסויות

				 הוא הידעA, כאשר  ואת . חשבו את  		וודאו:   הוא המאורע המבוקש (סכום ראשוני).C	הנוסף (סכום דו-ספרתי), וְ- 
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				. ואת   – סכום המספרים הוא זוגי. חשבו את  G		– נסמן מאורע  
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				 חברים, שישה בנים וארבע בנות. נבחרו מתוכם 10במועצת התלמידים של בית הספר יש . 15דוגמה  – היו"ר F1 – היו"ר בן, M1באקראי יושב ראש (יו"ר), אחריו סגן ולבסוף גם דובר. נסמן מאורעות:  – הדובר בת.F3 – הדובר בן, M3 – הסגן בת, F2 – הסגן בן, M2בת, 

				. (בחירת יו"ר) לכל אחד מעשרת המועמדים יש סיכוי שווה להיבחר. לכן  1	בשלב 

				 בנות. לכן 4 מועמדים, מהם 9	אם נבחר בן, הרי בשלב השני של בחירת סגן נותרו רק ). 9 (ראו איור 

						היו"ר בן.

				 (התנאי: היו"ר בת). נמקו בדומה לכך את התוצאה  התנסות.
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				 כשידוע שנבחר יו"ר בן, נשארו תשעה חברים שיכולים להיבחר לסגן, מתוכם ארבע בנות. . 9איור 

					הודלף לעיתון בית הספר שהסגן הוא בת. כיצד תעודכן ההסתברות שהיו"ר הוא בן? שהרי הסגן ?נבחר רק לאחר שהיו"ר כבר נקבע, מהו אפוא במקרה זה המרחב המצומצם? 

					עבור מצבים שבהם אופן השימוש בידע הנוסף אינו אינטואיטיבי נציג נוסחה מתמטית לחישוב הסתברויות מותנות.

				הסתברות מותנית – נוסחת חישוב 

				.) מתקיים הקשר:   57	– בהדגמה א (הוצאת קלף, עמ' הבחנות

				.			– בדומה לכך, בהדגמה ב (הטלת זוג קוביות) מתקיים:    

				 את כלל תוצאות מצמצם B  , הידע שהתרחש מאורעA בחישוב ההסתברות של מאורע הכללה., המאורע המבוקש מתוך אלו). 10 (הריבוע המקווקו באיור  ל-הניסוי האפשריות מ- (התחום המשובץ באיור). יש , כלומר ל-B  מצטמצם, בהתאם, רק לחלק שלו ב-A, B   יחסית להסתברות של מרחב המדגם המצומצםלחשב אפוא את ההסתברות של . כלומר יחסית ל-
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						, והיא  מסומנת B כשידוע שהתרחש המאורע A של מאורע ההסתברות המותנית. B בתנאי  Aההסתברות של נקראת בקיצור 
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				מכאן מתקבלת נוסחת חישוב זו: 
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				. שווה לסתברות החלק המשובץ מתוך כלל האזור המקווקו  .10איור 
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				שי בנתה באקראי מגדל מתשע קוביות דופלו, שתיים אדומות ושבע כחולות. נסמן התנסות. מאורעות:

				 – הקובייה העליונה במגדל היא אדומה. R – בתחתית המגדל הניחה שי קובייה כחולה, B

				.)39. (רמז: ראו טיפ המיקוד, עמ'  וְ- , - חשבו את 
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				. וְ- ) לחישוב 2- היעזרו בנוסחה (
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				נציג עתה מצב אופייני שבו, בהיעדר כלים, רבים מתעלמים שלא במודע ממידע הנוגע לעניין.

				בגן 'אפרוח' יש שני פעוטות ששמם טל. הוריו של אחד מהשניים עומדים לעבור לעיר . 16דוגמה  – בגן יישאר טל בן? Mאחרת. מה ההסתברות של המאורע  

					על פי בדיקות שערכנו, בישראל מחצית מהילדים הקרויים טל הם בנים ומחציתם בנות, מכאן . 

				לפני זמן מה האזנתם באקראי לשיחה של אימו של פעוט, והתברר לכם מתוכנה שיש לה בן 	?ששמו טל הנמצא בגן אפרוח. האם יש דרך להשתמש במידע זה כדי להעריך את ההסתברות שטל שיישאר בגן הוא בן? 

				 – יש בגן בן בשם טל. B	מהשיחה נסיק שהתרחש המאורע  

				.B			נציע שתי דרכים לחשב את ההסתברות המותנית במידע הנוסף שהתרחש  

					–	שימוש בנוסחת הסתברות מותנית. 

				 היא שלפחות אחד משני ה'טלים' בגן הוא בן. כמו כן, B		נשים לב שמשמעות המאורע . מכאן,B מוכל ב- Mהמאורע  

				.

				 לצורך הפתרון נכנה את טל שיישאר בגן בשם טל ג' ואת טל שיעזוב	–	פתרון בדרך הצמצום., נוכיח שהמידע הנוסף מעלה את ההסתברות שטל שיישאר11		בשם טל ע'. בעזרת איור .  ל-		בגן הוא בן מ-
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						)2	( 			. היא:   B בתנאי  Aההסתברות של 
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						מרחב המדגם של הרכבי המינים של השניים כָּלל תחילה ארבע תוצאות (המין של טל ג'  פסל את האפשרות Bנרשם משמאל):   (בת, בת), (בן, בת), (בת, בן), (בן, בן). המידע הנוסף  ) כולל שלוש תוצאות 11של (בת, בת). לכן, מרחב המדגם המצומצם (צבוע באפור באיור .B}= (בן, בן), (בת, בן)בלבד:   {(בן, בת), 

				, שתי תוצאות (מודגשות ברשימה ומוקפות במרובע מקווקו באיור) מקיימות את B		מתוך .  – טל ג' הוא בן. מכאן   Mהמאורע  

				.– ודאו בעזרת האיור שההסתברות המעודכנת שתישאר בגן טל בת היא 	התנסויות 

				.				  – באותה דרך עדכנו את ההסתברות שטל שיעזוב הוא בן ל-
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				 באפור.הרכב המינים של שני פעוטות ששמם טל. תמונת טל ג' משמאל. המרחב המצומצם . 11איור 

				חידוד המחשבה (מחשבות של לאחר מעשה) 

				- חִשבו מדוע אפשר לצפות שהידע הנוסף יגדיל את הערכת ההסתברות שטל שיישאר בגןהוא בן.    

				- חִשבו גם מדוע הסימטריה בין שלוש תוצאות הניסוי שנותרו לאחר הצמצום (באפור) לאנשברה.    

				תרגילי חישוב וחשיבה לבחירה – עדכון הסתברויות  

				)106(פתרונות בעמ' 

				.	הועלתה השערה שבני אדם מסוגלים להשפיע במידת מה על תאריך המוות שלהם, כך שיחול 1אחרי אירוע שהוא משמעותי בעבורם, לדוגמה יום הולדתם. כדי לבדוק זאת נבחנו חודשי  אמריקאים ידועי-שם. העמודות בטבלת השכיחויות שהתקבלה (ראו 400הלידה והמוות של בעמוד הבא) מציינות את חודש הלידה והשורות את חודש המוות (העמודה האחרונה והשורה האחרונה הן הסך הכול המתאים).

						הסברים לטבלה: באלכסון הראשי היורד משמאל לימין (סמנו בצבע) נספרו אלו שנולדו ומתו באותו חודש. באלכסון שמעליו (מסומן בכוכביות) נספרו אלו שמתו חודש לפני חודש ההולדת, באלכסון שמתחת לאלכסון הראשי – אלו שמתו חודש אחרי חודש ההולדת.
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				) בחודש שלפני החודש של יום ההולדת i	א.	השוו את ההסתברויות של מוות באוכלוסייה זו: () בחודש שאחרי החודש של יום ההולדת. iii) בחודש של יום ההולדת; (ii(בכוכביות); (

						האם על פי נתונים אלו נראה לכם שיש נטייה באוכלוסייה זו לדחות את המוות עד אחרי יום ההולדת?

					ב.	עתה הצטמצמו לחודש מסוים, למשל יולי. מה ההסתברות שאמריקאי ידוע-שם מת בחודש יולי? ומה ההסתברות שאמריקאי ידוע-שם מת בחודש יולי אם מצטמצמים לאלו שנולדו בחודש אוגוסט?

				.=.	א.	בדקו אם להסתברות מותנית יש תכונה של סימטריה, כלומר אם   2
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				.  שהסתברות מותנית מקיימת את חוק המשלים   10	ב.	הסיקו מאיור 

				. בדקו אם מתקיים גם   זהירות כשל.ג.

				. , ומתי מתקיים  .	בדקו מתי מתקיים  3
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				 שחקן מקבל יד של שני קלפים מחפיסה מצומצמת הכוללת רק ארבעה קלפי אס אתגר..4 שתקבלו כשתערכו את החישובים התוצאה המפתיעהוארבעה קלפי מלך. נסו להסביר את האלה:

					א.	מה ההסתברות שלשחקן יש ביד שני אסים, אם מתברר שיש לו ביד כבר קלף אס?

					ב.	מה ההסתברות שלשחקן יש ביד שני אסים אם מתברר שיש לו ביד אס לב? 
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				 חוק הכפל

				הכרנו נוסחה לחישוב הסתברות של איחוד מאורעות. האם קיימת נוסחה לחישוב הסתברות של חיתוך מאורעות?

				התשובה האינטואיטיבית של רבים היא שהסתברות החיתוך שווה למכפלת כשל חשיבתי. הסתברויות המאורעות. האומנם? נתבונן בדוגמה.

				 וחמישה כדורים אדומים הממוספרים 	בכד יש חמישה כדורים כחולים הממוספרים ?. כמו כן, חצי מהכדורים בכד הם שקופים והשאר אטומים. מוציאים מהכד כדור אקראי. נסמן מאורעות:
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				, האם הסתברות  – יתקבל כדור שקוף. מהנתונים  T – יתקבל כדור אדום, R? – יתקבל כדור אדום שקוף – היא  מאורע החיתוך 
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				.0	כדי לענות די לשים לב שאם למשל הכדורים הכחולים הם השקופים, הסתברות החיתוך היא 

				, כאשר:  וגם ל- והשוו ל-חשבו את  התנסות. 
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					א. הכדורים השקופים הם בעלי מספר אי-זוגי.   ב. הכדורים השקופים הם בעלי מספר ראשוני.

				 נתונה או קלה לחישוב (כהסתברות רגילה במרחב במקרים שבהם ההסתברות המותנית  .הסתברות חיתוך מאורעות), נוכל להפיק בעזרתה נוסחת חישוב בשלבים של  Aהמצומצם  
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				 (ההחלטה מי ייחשב ) ב-2), די להכפיל את שני האגפים של נוסחה (3כדי להוכיח את נוסחה (ראשון היא בידינו).

				 אתם שוקלים אם להגיש תביעה כספית נגד אתר קניות. מנתונים סטטיסטיים של מקרים הדגמה. 10% לזכות במשפט. נוסף על כך, ביררתם שב-35%דומים אתם מעריכים שיש לכם סיכוי של מהמקרים האתר הנתבע אינו עומד בהסדר הכספי שנקבע בבית המשפט. כיצד תחושב מכל  – תזכו לקבל מהאתר את כספכם?Aאלו הסתברות המאורע 

				 מהם האתר 90% המקרים שזוכים בבית המשפט, רק ב-35%(נכון). מתוך פתרון אינטואיטיבי ) הסיכוי הוא 0.9 ב-35, דהיינו (הכפלנו 35% מתוך 90%משלם. לכן הסיכוי להחזר כספי הוא .31.5%

				. נשים לב שהאוכלוסייה שהנתון השני התקבל  על פי הנתון  שימוש בחוק הכפל.). כלומר, למעשה נתונה לנו הסתברות Aממנה היא בהכרח מצומצמת (התנאי – מתקיים מותנית. מחוק הכפל נקבל

				. החזר כספי)  החזר כספי) 
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						)3(חוק הכפל.										

									

												יתרחש השני בהינתן     יתרחש הראשון       יתרחשו שני המאורעות

												שהראשון כבר התרחש
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				). חשבו את ההסתברות שהיו"ר וגם הסגן 58, עמ' 15 (מועצת תלמידים, המשך דוגמה התנסות.הם בנות. המשיכו ושימו לב שאפשר להכליל את חוק הכפל לחיתוך של שלושה, ארבעה... מאורעות. מבלי לרשום נוסחה כללית, חשבו את הסתברות מאורע החיתוך – היו"ר, הסגן .והדובר כולם בנים – על פי הנוסחה:   

				תרגילי חישוב וחשיבה לבחירה – חוק הכפל  

				)107(פתרונות בעמ' 

				.	בצרור השטרות של מיקי החלפן יש עשרה שטרות שאחד מהם מזויף (שטר מיקי מאוס באיור). 1מיני בוחרת באקראי שניים מהשטרות (ללא החזרה), ובודקת אם יש ביניהם שטר מזויף.

				 – השטר השני שנבדק מזויף. בעזרת – השטר הראשון שנבדק מזויף, 	א.	נסמן מאורעות: 	חוק הכפל רשמו בתוך הטבלה את ההסתברויות של ארבעת מאורעות החיתוך: 
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					(רק השני מזויף)  
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					(שניהם מזויפים)   
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					(שניהם תקינים)  
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					(רק הראשון מזויף)   
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					ב.	האם ארבעת מאורעות החיתוך זרים בזוגות? נמקו. 

					ג.	מהטבלה מצאו את הסתברות המאורע "יתגלה השטר המזויף". 

				.	הצוות פוצי ומוצי משתתפים בחידון טלוויזיה שבמהלכו עליהם להסכים עם אחת מבין שתי 2 תשובות אפשריות שמעלה המנחה. לכל אחד מהשניים, בלי תלות באחר, יש סיכוי של לדעת מהי התשובה הנכונה. חשבו את הסתברויות המאורעות:

					א.  רק פוצי צודקת.     ב.  רק אחד מהשניים צודק.     ג.  יש תמימות דעים בין פוצי למוצי.

					חִשבו – האם באמצעות שיתוף פעולה יש באפשרותם להגדיל את הסיכוי לתשובה נכונה?

				 במקומון של עיר ללא הפסקה פורסם שבמבחני הבנת הנקרא פרדוקס סימפסון, אתגר..3הגיעו תלמידי בית הספר היוקרתי אלפא למקום הראשון בעיר. נתונים הראו שאת המבחן עברו  מתלמידי בית הספר היוקרתי המתחרה בתא.93.2% מתלמידי בית הספר אלפא ורק 96.3%בשבוע שלאחריו פורסמה מחאתו של בית הספר בתא על קביעה זו, בלוויית פירוט של אחוזי העוברים את הבחינה:

				 עברו את הבחינה, בעוד בבית ספר אלפא רק 50%	מקרב העולים החדשים שבבית ספר בתא  עברו את הבחינה ובבית 98% מהעולים עברו אותה. מקרב הוותיקים שבבית ספר בתא 30%. 97%ספר אלפא עברו אותה 

					ערכו את הנתונים בטבלה, וחִשבו כיצד אפשר ליישב את הסתירה בין שתי מערכות הנתונים.
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					(רמז: לא דווח מה אחוז העולים החדשים בכל בית ספר. חִשבו על נתון מספרי שיישב את הסתירה.) 

				 טום מחזיק בידו שלושה קלפים. לקלף א שני צדדים אדומים, לקלף ב שני צדדים אתגר..4כחולים ולקלף ג צד אחד אדום והצד האחר כחול. טום בוחר באקראי קלף ומניח אותו באקראי על השולחן. מתברר שהצד הגלוי של הקלף הוא אדום. טום מציע לג'רי הימור של מטבע כנגד מטבע שהצד המוסתר הוא כחול. האם מדובר בהצעה הוגנת או שמא זו מלכודת לעכבר?

				 כשל היפוך ההתניה, אמינות של בדיקות

				
					
						 לבין ההסתברות  בחיי היום-יום יש להיזהר שלא לבלבל בין הסתברות מותנית . בלבול נפוץ זה מוביל לטעויות שיפוט קשות.המותנית ההפוכה לה 
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				 נשתמש בכלי גרפי יעיל במיוחד 17נציג דוגמה מאלפת לבלבול זה, הלקוחה מחיי היום-יום. בדוגמה . העץ מקל לארגן את הנתונים ומאפשר לערוך באופן עץ הסתברויותבפתרון בעיות הסתברות – מכני חישובים בניסוי רב-שלבי.

				 . מחלה נדירה – הפתעה הסתברותית17דוגמה 

				 איש באוכלוסייה סובל ממחלה נדירה מסוימת. ניסוי מבוקר העלה שהבדיקה 1,000	אחד מתוך  מהמקרים (הן בזיהוי חולים הן בזיהוי בריאים). אחד הנבדקים 95%לאבחון המחלה מדייקת ב-קיבל תוצאה חיובית (תסומן +), האם יש לו סיבה לבהלה?

				 – הנבדק חולה;     + – תוצאת הבדיקה חיובית. B	נסמן מאורעות:  

				.  וכן   ,   	על פי הנתונים, 
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				) נכונה) נכונה	האבחנה 'בריא' (B 						האבחנה 'חולה' (

				, בעוד לנו נתונה ההסתברות חולה חשוב לשים לב שההסתברות המבוקשת היא 	♥.פעולת היפוך. לכן נדרשת ההפוכה   (חולה 
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				. 	מהגדרה של הסתברות מותנית:  

				 רשמנו בשלב הראשון את שתי האפשרויות – בריא וחולה, 12 המוצג באיור 	בעץ ההסתברויותעם ההסתברויות המתאימות. כל ענף פוצל לשתי האפשרויות (+ או – ), על פי תוצאת הבדיקה,  מחוק הכפל המתאימות. הסתברויות המסלולים בעץ מתקבלות ההסתברויות המותנותעם ). 12(ראו איור 
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					שתי ההסתברויות הדרושות לנו (המונה והמכנה בנוסחה) מתקבלות בנקל בעזרת עץ ההסתברויות:

				., ומחוק החיבור,   
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				. 	לכן   
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				 בדיקה לאבחון מחלה נדירה – עץ הסתברויות.12איור 

				 מהנבדקים שקיבלו תשובה חיובית אכן חולים במחלה, 2% כפי שרואים, פחות מ-	הפתעה. מהמקרים. איך ייתכן?95%וזאת למרות הנתון שהבדיקה מדויקת ב-

				. התשובה  ההסבר הוא שמדובר במחלה נדירה – מראש ההסתברות לחלות בה היא !  20	 החיובית בבדיקה הגדילה את ההסתברות כמעט פי 
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				 מהילדים. לשם 20% נתבונן במחלה נפוצה כמו דלקת גרון, התוקפת בזמן נתון בחורף התנסות. 95%פשטות, הניחו שוב, הן באשר לחולים הן לבריאים, שהבדיקה לאבחון המחלה מדייקת ב-מהמקרים. חשבו את ההסתברות שילד שבבדיקה הגיב תגובה חיובית אכן חולה. דונו באמינות הבדיקה. 

				 – נתונה לנו ההסתברות פעולת היפוךבניתוחי אמינות של בדיקות מתעורר צורך לערוך הכללה. , ואולם ההסתברות הדרושה לנו היא ההסתברות המותנית ההפוכה לה המותנית . 
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						 אמינות של בדיקה לאיתור מחלה אינה נמדדת ביכולת לזהות נכון	חידוד האינטואיציות.	אדם שידוע שהוא חולה (לחלופין שהוא בריא). לכל נבדק העומד לעבור את הבדיקה,	האמינות נקבעת על פי אמינות התשובה שיקבל. ההסתברויות שמדובר בהן הן אפוא:

						בריא 				        חולה 		 
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						אמינות של תשובה חיובית			אמינות של תשובה שלילית	
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				נוסחת היפוך 

				 פשוטה הקושרת בין שתי ההסתברויות המותנות ההפוכות זו לזו:נוסחת היפוךקל לראות שיש 

				      (נוסחת בייז)

				, שהרי בשני להוכחת הנוסחה, די לשים לב שמתקיים השוויון   נותנת את נוסחת . חלוקת שני אגפי השוויון ב-האגפים רשומה הסתברות החיתוך  ההיפוך שרשמנו. 
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						 הוא גבוה.  שגם הערך של אי אפשר להסיק מערך גבוה של זהירות כשל.  . יקטין מאוד את ) נמוך מאוד של base rate, ערך בסיס (17כמו בדוגמה 
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				. שוות אך ורק במקרה ש- וְ- ההסתברויות המותנות  הבחנה. 

				
					[image: ]
				

				תרגילי חישוב וחשיבה לבחירה – כשל היפוך ההתניה  

				)108(פתרונות בעמ' 

				.	סוכן נוסע בוחר באקראי לנסוע לאחת משלוש ערים: ירושלים, חיפה או תל-אביב. ההסתברות 1. הסוכן  ובתל-אביב , ההסתברות שירד גשם בחיפה היא שירד גשם בירושלים היא )? H). מה ההסתברות שביקר בחיפה (Rחזר כשמכוניתו רטובה (
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				 נחשב אמין אם הוא מזהה הן שקרנים הן דוברי אמת בהסתברויות גבוהות. פוליגרף.	מכשיר 2. 80% ודוברי אמת בהסתברות 90%ברשותנו מכשיר המאבחן נכון שקרנים בהסתברות מנתונים סטטיסטיים עולה שהסיכוי שנחקר משקר בבדיקת פוליגרף תלוי מאוד בסוג העבירה – פשע פלילי, הדלפה לתקשורת וכדומה. בעזרת עצי הסתברויות מתאימים בדקו איזה אחוז מהנחקרים מוכרזים שקרנים:

					א.	בעבירות שהפכו לנורמה ונחקרים הפסיקו לשקר בהן; 

					ב.	בעבירות מביכות שבהן כולם משקרים;

					ג.	בעבירות שחצי מהנחקרים משקרים בהן.

				.	חכם, רשע, תם ושאינו יודע לשאול נקראו באקראי, בזה אחר זה, לקרוא את ארבע הקושיות. 3

				,3, 2, 1 הם k שאל שאינו יודע לשאול; ערכי k  – את הקושיה ה-	א.	נסמן מאורעות: . מה ההסתברות של שאר. היעזרו בעץ הסתברויות לחישוב הסתברות המאורע 4	שלושת המאורעות? נמקו.
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				 (חשבו או נמקו). מה ההסתברות שאת הקושיה הראשונה (חמץ ומצה) שאל זהאתגר	ב.	שאינו יודע לשאול, אם ידוע שאת הקושיה האחרונה (בין יושבין ובין מסובין) לא הוא שאל? 
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				 אי-תלות 

				בסעיף זה נתמקד במצבים שבהם יתברר שהידע הנוסף אינו משנה את הערכת ההסתברות . יש מצבים שקל לזהות בהם תלות או אי-תלות על פי אי-תלותהמקורית. במצבים אלו נאמר שיש תיאור פשוט זה.

				-	בהטלות חוזרות של מטבע (או סביבון או קובייה), מאורעות הנוגעים לאחת ההטלות אינם תלויים במאורעות הנוגעים להטלות האחרות. 

				 של פרטים מתוך אוכלוסייה, בזה אחר זה, מאורעות הנוגעים לאחת ההוצאות עם החזרה-	בהוצאה אינם תלויים במאורעות הנוגעים להוצאות האחרות. 

				 החזרה של קלפים מחפיסת קלפים ליד של משחק, יש תלות.ללא	להבדיל, בהוצאה 

				 הדגימו כיצד מידע על תוצאת ההוצאה הראשונה משנה את ההסתברויות לגבי התנסות.ההוצאה השנייה.

				-	דוגמאות נוספות למאורעות שאין ביניהם תלות: הצלחה בבחינה בהסתברות וזכייה בפיסהשבוע; וכן יש חמסה בבית ולא הייתה פריצה לבית.

				-	למרות המרחק, מידע על חמסין בתל אביב בהחלט קשור להערכת ההסתברות לחמסין בחיפה.

				-	שאלות תלות מעניינות נוספות הן אם יש תלות בין אושר ועושר, בין כולסטרול גבוה ומחלת לב, בין משך הצפייה במסכים והצלחה במתמטיקה ועוד ועוד.

				הדגמות

				 Bשתי ההדגמות שנציג כאן ממחישות שגם בבעיות פשוטות לא תמיד קל לשפוט אם מידע נוסף  הוא רלוונטי. 

				 . מכיוון ש-  – יתקבל מספר זוגי, וג'רי מהמר על A	בהטלת קובייה, טום מהמר על ? גם הוא הוגן.4 עד 1המשחק הוגן. משחק דומה שבו מוטל סביבון שפאותיו ממוספרות 
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				 – המספר שהתקבל מתחלק B	ספייק הבולדוג, שהשקיף מהצד, מדווח שהתרחש המאורע . 3ב-

				 משנה את כדאיות ההימור של טום ושל ג'רי?B	האם המידע הנוסף שהתרחש  

				 לא שינה את B  . המידע הנוסף של התרחשות וְ-  בהטלת הקובייה אינו נוגע (אינו רלוונטי) להחלטה של טום. אנו B. מכאן, המידע הנוסף Aהסתברות המאורע  אינו נוגע B  . בדומה לכך, המידע הנוסף שהתרחשB ב- אינו תלוי Aאומרים במקרה זה ש-להחלטה של ג'רי.
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				. מתברר 0. הסיכוי של טום להרוויח בהימור ירד ל-  וְ-  בהטלת הסביבון . B תלוי ב- A משמעותי ביותר בעבור טום. אנו אומרים במקרה זה ש-Bאפוא שהמידע הנוסף  רלוונטי להחלטה של ג'רי.Bבדומה לכך המידע הנוסף  
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					מכד שמכיל כדורים לבנים ושחורים מוציאים כדורים בזה אחר זה ללא החזרה. האם המידע ?שהכדור האחרון שהוצא הוא שחור נוגע לחישוב הסתברויות באשר לצבעו של הכדור הראשון?
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					במחשבה ראשונה נראה שהתשובה שלילית, שהרי הכדור השחור התקבל מאוחר יותר. 

					לחידוד המחשבה נקצין את השאלה למצב שבו יש בכד רק כדור שחור אחד. חִשבו מה תרומת המידע "בהוצאה האחרונה התקבל כדור שחור" לחישוב ההסתברות של המאורע "בהוצאה הראשונה התקבל כדור שחור".

				ראוי להדגיש,

				בהיעדר אינטואיציות חדות נדרשת הגדרה מתמטית, נוחה לניתוח, של אי-תלות.

				מאורעות בלתי תלויים  

				. (שאינו ריק) אם מתקיים B הוא בלתי תלוי במאורע  Aמאורע נאמר שהגדרה. 

				.)A התרחש לא שינתה את הערכת ההסתברות הראשונית של B	(תוספת המידע ש- 

				 נותנת תנאי  ב- הכפלת שני האגפים של התנאי  סימטריה של אי-תלות.. . על פי חוק הכפל, אגף שמאל שלו שווה ל-שקול  . נשים לב שהתנאי האחרון הוא מכל זה התקבל התנאי השקול .A, Bסימטרי ב- 
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				, אזי גם המידע על התרחשות A אינו משנה את ההסתברות של B אם המידע על התרחשות  מסקנה..B לא ישנה את ההסתברות של A

				נגדיר אפוא:

				שימוש בנתונים סטטיסטיים לבדיקת אי-תלות

				 במשפחה שלה שלושה ילדים שכולם בנים, מצפים לתינוק. מה ההסתברות שתיוולד בת?הדגמה.

				. הדרך 	ללא המידע הנוסף של שלושה בנים, ההסתברות הניסויית לבת בכל לידה היא להעריך אם המידע הנוסף על שלושה בנים רלוונטי היא ניסויית: בוחנים מספר רב מאוד של משפחות עם ארבעה ילדים שבשלוש הלידות הראשונות נולדו בנים, ובודקים מהו אחוז הבנות בלידה הרביעית. מתברר שהאחוז אינו משתנה. בניגוד למקובל לחשוב, יש אי-תלות בין מין התינוק הנולד לבין מין הילודים בלידות קודמות. 

				גם בדיקות כמו הקשר בין כולסטרול גבוה ומחלות לב מתבססות על נתונים סטטיסטיים. השימוש בנתונים סטטיסטיים נפוץ מאוד בבדיקות רפואיות, בהמלצות תזונה ובריאות ועוד. 

				
					
						 להחלטה שאנו מחליטים על סמך הערכת ההסתברות של מאורע עתידי יכול להיות במציאות ♥?" משולה אפוא לשאלה מעשית: B תלוי במאורע כלשהו  Aערך כלכלי. השאלה "האם המאורע  התרחש?Bהאם, לצורך ההחלטה, כדאי לנו להשקיע משאבים כדי לברר אם  
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						. (ב"ת) אם מתקיים    הם בלתי תלוייםA, Bמאורעות  

						.   או   לחלופין, די לבדוק (על פי הנוחות) את אחד התנאים:   
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				 – הרמזור הראשון ירוק, A בדרך למרכז הספורט יש שני רמזורים. נגדיר מאורעות: ).iהתנסות (,  – הרמזור השני ירוק. מתצפיות שערכתם לאורך השנה B.וְ-  
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				 הם:  א. בלתי תלויים;  ב. זרים. A ,B	בדקו אם על פי נתונים סטטיסטיים אלו המאורעות 

				 4סדרת ניסויים בלתי תלויים

				לידות חוזרות, הטלות חוזרות של קובייה והוצאת פרטים עם החזרה מתוך אוכלוסייה – כל אלה הן דוגמאות טיפוסיות לסדרות של ניסויים בלתי תלויים. לא נעמיק בנושא ונסתפק בניתוח דוגמה ).4אופיינית לסדרת ניסויים כזו (ראו גם תרגיל 

				 רבע מהידיעות ברשת החברתית 'פייקבוק' הן כוזבות. רפרפתם כרגע בשלוש ידיעות. ).iiהתנסות ( – שלוש הידיעות הן כוזבות – בהנחה שיש אי-תלות בין הידיעות, הסתברות מאורע החיתוך . מתקבלת ממכפלת ההסתברויות הנפרדות (נמקו):   
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				 – לפחות אחת הידיעות היא אמת. A	חשבו, בדומה לכך, את הסתברות המאורע 

				תרגילי חישוב וחשיבה לבחירה – אי-תלות  

				)108(פתרונות בעמ' 

				. הצפרדע קרמיט ינצח במרוץ הצפרדעים השבועי אם יתקיימו שלושה תנאים בלתי תלויים:1

				.0.8 – יש לו מצב רוח טוב באותו יום; ההסתברות לכך היא A	

				.0.7 – האכילו אותו בזבובים רבים ביום הקודם; ההסתברות לכך היא B	

				.0.6 – פרוגי משתתפת גם היא בתחרות; ההסתברות לכך היא C	

				 – קרמיט יפסיד בתחרות.L	א.	חשבו את הסתברות המאורע  

					ב.	התברר שקרמיט הפסיד בתחרות. מה ההסתברות שפרוגי השתתפה בה?

				 הם מאורעות שאינם ריקים. הוכיחו או הפריכו (די בדוגמה מתאימה) את הטענות A, B אתגר..2האלה:

				. B זר לכל מאורע החלקי ל- A הם מאורעות זרים, אזי כל מאורע חלקי ל-B וְ- A	א.	אם 

				 בלתי תלוי בכל מאורע החלקיA הם מאורעות בלתי תלויים, אזי כל מאורע חלקי ל-B וְ- A	ב.	אם .B	ל- 

				.	(הסטודנט הניצחי) תלמיד שלא הצליח להבין את החומר בקורס באסטרונומיה: 'חורים שחורים, 3ננסים לבנים וענקים אדומים', מעריך את הסיכוי שלו לעבור את המבחן בסוף הקורס באמצעות . בכל שנה יש שלושה מועדים, ומותר להיבחן שוב ושוב. אולם 0.3ניחושים (והעתקות) בלבד ב-למרבה הצער, התלמיד אינו משתפר עם הזמן. עזרו לו לחשב את ההסתברות של מאורעות אלה:

					א.	התלמיד יעבור בניסיון השני; התלמיד יעבור בניסיון השלישי. מה אתם מניחים?

					ב.	התלמיד יעבור השנה את הקורס (נסו לחשב בשתי דרכים). 
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				 ניסויים הם בלתי תלויים אם מאופן הביצוע שלהם מתקבל שאין קשר בין תוצאות של ניסוי אחד לתוצאות של הניסוי האחר. במצב, כזה 4הסתברות החיתוך של מאורעות הנוגעים לניסויים שונים שווה פשוט למכפלת ההסתברויות שלהם .
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				ומה הלאה?  

				 אם אתם מרגישים כבר עתה בנוח עם הידע שרכשתם בפרק זה, אתם מוזמנים להמשיך ישירות . אם לא, אתם יכולים לקרוא את הפרקים על פי סדרם או אפילו 5 האתגרי - עוד לפני פרק 6לפרק .6לוותר כליל על פרק 

				.6נסיים בטעימה קלה מהנושאים שנעסוק בהם בפרק 

				 – יֵרד גשם בפורים, B. הסתברות המאורע   – יֵרד גשם בסוכות, היא A	הסתברות המאורע ?. מה ההסתברות שיֵרד גשם לפחות באחד משני החגים? היא 
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				 בין שני המאורעות, טבעי לחשוב שהסתברות האיחוד מתקבלת פשוט מסכום אין קשר	מכיוון שההסתברויות. האומנם?

				. 	מחוק האיחוד נקבל:   
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				?	הסתברות החיתוך אינה נתונה בבעיה, אך האם אפשר להסיק מחוסר הקשר ש- 

				 אינם זרים, שהרי ייתכן גשם בסוכות וגם בפורים, ואולם הם בלתי A, B המאורעות 	הפתעה.תלויים – הידע בדבר גשם בסוכות אינו נוגע להערכת ההסתברות שיהיה גשם בפורים. מכאן:.

				.	מכל אלו מקבלים:   

				לחלופין, חשבו תחילה את הסתברות המאורע המשלים – באף אחד מהחגים לא ). iהתנסות (יֵרד גשם.

				 מאורעות זרים הם בהכרח תלויים – שהרי אם התרחש האחד אזי השני אינו יכול להתרחש.הבחנה.

				 בהוצאה של פרטים עם החזרה מהאוכלוסייה, כל מאורע הנוגע להוצאה השנייה אינו תלוי הדגמה.בכל מאורע הנוגע להוצאה הראשונה. מכאן, מאורעות כאלו בהכרח אינם זרים (נמקו גם ישירות). 

				 הסיקו שמאורעות בלתי תלויים אינם יכולים להיות זרים.).iiהתנסות (

				 השלימו את הטענות: ).iiiהתנסות (

				. הסתברות האיחוד היא זרים	-	למאורעות 

				. הסתברות החיתוך היא זרים	-	למאורעות 

				. הסתברות החיתוך היא בלתי תלויים	-	למאורעות 
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						 יש להיזהר מהבלבול הנפוץ בין המושגים אי-תלות וזרות. במקרים שבהם חידוד אינטואיציות. נראה שאין קשר בין שני מאורעות, המצב הוא ששני המאורעות הם בלתי תלויים.
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				אז מה היה לנו? הסתברות מותנית ואי-תלות 

				מושגים חדשים

				 בהינתן מידע נוסף שהתרחש A – ההסתברות של המאורע  הסתברות מותנית•. Bהמאורע  

				אם המידע על התרחשות האחד אינו נוגע להערכת ההסתברות מאורעות בלתי תלויים  הם A, B•להתרחשות האחר. 

				, או באופן שקול אם  אם מאורעות בלתי תלויים הם A, B•. המשמעות: המידע על התרחשות האחד אינו נוגע להערכת הסתברות האחר. 

				
					[image: ]
				

				כלים חדשים

				.	נוסחת חישוב הסתברות מותנית:   •

				. חוק הכפל:  •

				 הוא דרך גרפית יעילה מאוד לחישוב הסתברויות בניסוי שאפשר לתארו באופן עץ הסתברויות•רב-שלבי.

				תובנות חדשות

				, כדאי לשים לב לכל מידע שמתווסף (התרחשות A	בחישוב הסתברות של מאורע כלשהו •) ושעשוי להיות רלוונטי, ולעדכן את ההסתברות בהתאם. Bמאורע אחר 

				 היא חמקמקה, ואין טעם A רלוונטי לחישוב ההסתברות של מאורע B	ההבנה מתי מידע נוסף  •לחקור את מהות הקשר בין המאורעות. במקרים רבים, כשבודקים אי-תלות יש לבדוק פשוט את אחד התנאים (השקולים) לאי-תלות. 

					במקרים שבהם נראה שאין קשר בין המאורעות, המצב הוא ששני המאורעות הם בלתי תלויים •(ולא זרים).

					מאורעות זרים (שאינם ריקים) הם בהכרח תלויים.•

				זהירות מוקשים - שגיאות נפוצות

				.  היא:   הסתברות החיתוך	הנוסחה הכללית לחישוב 
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				. מתקיים פשוט   אי-תלות			רק במקרה של 

					בהיעדר אינטואיציות וכלים, רבים מתעלמים – במודע או שלא במודע – מהמידע שנוסף,		מבלי לעדכן את הערכת ההסתברות הראשונית. 

				. היעדר קשר בין התרחשותמאורעות בלתי תלויים ומאורעות זרים	בלבול נפוץ בין המושגים 		של מאורעות מצביע על אי-תלות ולא על זרות.

				. וְ-   ההסתברויות המותנות ההפוכות זו לזו: 	בלבול נפוץ בין שתי 
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					נוסיף ונזהיר, קשר הסתברותי מוכח (נוכחנו שהמידע הנוסף שינה את ההסתברות) אינו.)6		מצביע על קשר סיבתי, של סיבה ומסובב. (דיון מפורט יותר בפרק 
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				הגישה המודרנית 	לתורת ההסתברות		

					מפתיע שמדע שהחל בשיקולים של משחקי מזל התפתח למרכיב החשוב ביותר בידע האנושי. בפועל השאלות החשובות ביותר של החיים הן בעיקרן שאלות הסתברותיות.

					פייר-סימון לפלס

				 גבר הצורך לבסס תורות מתמטיות על אקסיומות, בדומה לביסוס האקסיומטי 20בתחילת המאה ה-. הסיבה לכך היא פרדוקסים שצצו בתקופה זו, שלא היה אפשר ליישב 5של הגאומטריה האוקלידיתמבלי לקבוע תחילה מה הם חוקי היסוד אשר עליהם אפשר לבסס את שאר הטיעונים תוך כדי שימוש בחוקי הלוגיקה.

				היו ניסיונות היסטוריים שונים לנסח את חוקי היסוד של ההסתברות, אך התברר שניסיונות אלו  . ניסיון זה 3, שעסקנו בו בפרק 1919חלקיים ואינם מסַפקים. נזכיר רק את הניסיון של פון-מיזס מ-אומנם לא היה מְסַפֵּק, אך הוא היה מקור השראה לביסוס האקסיומטי המקובל עד היום, שאנדריי , בספרו הידוע 'יסודות תורת 1933) ניסח בשנת Andrey Kolmogorov; 1987–1903קולמוגורוב (ההסתברות'. בזאת נעסוק בפרק זה.

				)Andrey Kolmogorovאנדריי קולמוגורוב (

				בפרק שלפנינו נתחיל אפוא מחדש את לימוד ההסתברות מתוך התבססות על אקסיומות ספורות. כפי שניווכח, הגישה שנציג היא תיאורטית ואיננה מציידת בכלים לחישוב הסתברויות של מאורעות .3בסיסיים. על כן, בפתרון בעיות מעשיות ניעזר בגישות החישוביות שהכרנו בפרק 
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				 לפני הספירה) בספרו 'יסודות'. נזכיר כאן רק את הנוסח הפופולרי של האקסיומה הידועה מכול: דרך שתי 275–365 כפי שניסח אוקלידס (5נקודות עובר רק קו ישר אחד.
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				 חוקי הסתברות בסיסיים 

				 – על בסיס 20הרציונל מאחורי התורה המודרנית הוא ההכרה שהתגבשה בראשית המאה ה-'. נזכיר חוקיות באי-הוודאותהתנסויות רבות מאוד בניסויים אקראיים חוזרים – שקיימת בטבע '): 46(ראו עמ' 

				 חוזרים על ניסוי אקראי שוב ושוב באותם תנאים.תופעת התייצבות השכיחות היחסית.ככל שמספר החזרות הולך וגדל, ערכי השכיחות היחסית של כל מאורע הולכים ומתייצבים סביב מספר קבוע. 

				תורת ההסתברות עוסקת אפוא בניסויים אקראיים שאפשר לחזור עליהם שוב ושוב. המצב הוא שאין דרך לדעת מה תהיה תוצאת ניסוי יחיד שייערך. עם זאת, לצורך הניתוח ההסתברותי יש לדעת ):16, עמ' 2.1מהן כלל התוצאות האפשריות של הניסוי. נזכיר (ראו סעיף 

				 הוא ניסוי שתוצאתו עשויה להשתנות בעת ביצוע חוזר שלו. ניסוי אקראי✓

				 – אוסף של כל התוצאות האפשריות של הניסוי. סימון מקובל למרחב המדגם מרחב המדגם✓ (אומגה גדולה).הוא 

				.  – אוסף כלשהו של תוצאות הניסוי. סימונים מקובלים: מאורע✓

				מטרתה של תורת ההסתברות היא לכמת את גורם האי-ודאות הכרוך באקראיות. כלומר, לנסות לייחס ערכים מספריים למאורעות שונים שעשויים להתרחש בניסוי, כשמשמעות הערכים היא הסבירות שמאורעות אלו יתרחשו. 

				על פי תופעת התייצבות השכיחות היחסית, יש בטבע חוקיות שתורת ההסתברות רוצה לבטא אותה.

				הנחות היסוד (האקסיומות) של ההסתברות  

				.Aההסתברות של  וייקרא  מותאם מספר שיסומן Aלכל מאורע 

				חלוקת ההסתברויות למאורעות השונים כפופה לשלוש אקסיומות. כל חוק נוסף יהיה עלינו להסיק מהאקסיומות.

				 חוק חיבור לשלושה מאורעות זרים בזוגות.והסיקו,  רשמו   התנסות.

				 מתקבלת זרים בזוגות כלשהו של מאורעות סופי הסתברות איחוד מספר חוק החיבור (הכללה).כסכום ההסתברויות של המאורעות הבודדים. 
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						. 1 ל-0	הערכים האפשריים של ההסתברות הם בין 

						.)100% ל-0%(נכון ואפשר גם לומר שהסיכוי הוא בין      			

						 שתתרחש אחת מתוצאות מרחב המדגם.)100%. (יש סיכוי של 

						. הם מאורעות זרים, אזי   B, A אם חוק החיבור.
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				 חוק החיבור כפי שהצגנו כאן הוא למעשה חוק חלקי לאקסיומת החיבוריות הכללית של הערה. של מאורעות זרים בזוגות. אין-סופיתהתורה. האקסיומה הכללית עוסקת באיחוד רשימה  נידרש לאקסיומה הכללית, אך בשאר החוברת די לנו בפעולות איחוד 8 וְ-7בפרקי ההעשרה  על מספר סופי של מאורעות. 

				נשים לב שבעוד שלוש האקסיומות הן אינטואיטיביות ונגזרות בנקל מתכונות השכיחות היחסית, האקסיומה הכללית בדבר חיבוריות אין-סופית, הנדרשת להמשך פיתוח התורה הכללית, איננה אינטואיטיבית.

				מסקנות ראשונות מהאקסיומות - חוקי הסתברות שימושיים 

				חוקי ההסתברות השימושיים שנביא כאן נובעים ישירות מהאקסיומות. 

				.. על כן     הם מאורעות זרים שאיחודם  וְ- (השלימו). הוכחה
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				. (נמקו).   מסקנה

				 נתאר את מרחב המדגם כמלבן במישור. על המלבן יצקנו יחידה אחת מטפורה מאירת עיניים.של חומר צמיג שהתפזר על פניו לא בהכרח באחידות ואז התמצק. נייחס לכל תחום חלקי של המלבן הסתברות השווה לכמות החומר שהצטברה מעל אותו תחום. שלוש אקסיומות ההסתברות מתקיימות בברור. למשל, כמות החומר מעל תחום המורכב משני תחומים זרים היא סכום שתי הכמויות (חוק החיבור). אך מה באשר לשני תחומים שאינם זרים? 

				 נוכחנו שכדי לחשב את ההסתברות של מאורע האיחוד 3נזכיר שבגישות החישוביות שהצגנו בפרק  וכן התנסות בעמ' 37יש לחסר מסכום שתי ההסתברויות את הסתברות החיתוך שלהם (ראו עמ' ). במילים אחרות:48

				הסבירו את החוק בעזרת המטפורה שהצגנו כאן. הראו גם שהתקבלה הכללה של חוק החיבור.

				בדיון הבא נציע כלי חישובי יעיל – טבלת הסתברות   – שבעזרתו תתקבל הוכחה של חוק האיחוד.

				 טבלת הסתברות   
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				 שהם יוצרים לארבעה מאורעות חיתוך  והפירוק של A, B מימין מתוארים שני מאורעות 13באיור  של אותו פירוק.  טבלת משמאל מתוארת 13). באיור 23 (ראו התנסות בעמ' זרים בזוגותהחיצים מדגישים את הקשר בין שני האיורים.
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						.    חוק המשלים.
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				 לארבעה מאורעות חיתוך זרים בזוגות והפירוק שלA ,B  שני מאורעות .13איור 

				מהקשר בין שני האיורים נסיק:

				 רשומים בשוליים איחודי המאורעות הזרים - בעמודה ובשורה המתאימים. – בטבלת הבחנות

				 (באפור) מתפרק לאיחוד של שלושה מאורעות חיתוך זרים בזוגות. – המאורע        

				) רשמנו לכל מאורע את הסתברותו בתא המתאים לו.14 (איור  בטבלת הסתברות
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					סה״כ

				

				  טבלת הסתברות .14איור 

				 (נמקו):	–	ההסתברויות בעמודה ובשורה של הסך הכול התקבלו מחוק החיבור.הבחנות

				 שווה להסתברות האיחוד.14	–	סכום שלושת המחוברים בתאים שבאפור באיור 

				 בקו התעופה צ'אנגמאי–צ'אנגראי פועלים מטוסים דו-מנועיים בלבד. מנתונים רבים .18דוגמה , הסתברות המאורע 0.1 – תקלה במנוע הימני - היא Aשהצטברו מתברר שהסתברות המאורע . 0.02, וההסתברות לתקלה בשני המנועים גם יחד היא 0.15 – תקלה במנוע השמאלי - היא B

					נחשב בשתי דרכים, בעבור הנוסעים המודאגים, את ההסתברות לטיסה ללא תקלות מנועים.

				. , , 	נתוני הבעיה: 
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				.p, נסמן את הסתברותו ב- המאורע המבוקש הוא שימוש ישיר בחוקי ההסתברות.	– 

				.  הוא המשלים של מאורע האיחוד  משמאל, המאורע 13	מאיור 
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				., ומחוק המשלים   	מחוק האיחוד   
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				 מימין ארגנו את שלושת נתוני הבעיה בטבלה:15. באיור  שימוש בטבלת הסתברות– 
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				   למטוסים דו-מנועיים טבלת הסתברות .15איור 

				 משמאל. המשיכו 15 הצדיקו את ההסתברויות במשבצות האפורות בטבלה שבאיור ).iהתנסות (.והשלימו בדומה לכך את ההסתברויות החסרות בטבלה, וודאו ש-

				 מה הסתברות המאורע – יתקלקל המנוע הימני בלבד (השמאלי תודה לאל תקין...)? ).iiהתנסות (

				 במקרה של תקלה באחד המנועים, מתבצעת נחיתת אונס. הסיקו מהטבלה את ).iiiהתנסות (ההסתברות לנחיתת אונס.

				 הוכחת חוק האיחוד בעזרת טבלת הסתברות  

				, נסיק:14מהעמודה הראשונה ומהשורה הראשונה בטבלת ההסתברות שבאיור 

				. 

				. ) שווה להסתברות האיחוד  14כזכור, סכום שלושת המחוברים הראשונים (באפור באיור 

				. מכאן:   

				העברת אגפים מתאימה מסיימת את ההוכחה. 

				 מתאימה:    הסיקו בעזרת טבלת הסתברות ).ivהתנסות (

				. אז   אם   

				
					[image: ]
				

				הסתברות מותנית, חוק הכפל, אי-תלות – הרחבות 

				 תקפים גם במסגרת התורה הכללית. נזכיר 4כל הרעיונות, ההגדרות והתוצאות שהצגנו בפרק לדוגמה:
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						 מקצרת את חישובי ההסתברות של מאורעות מורכבים  טבלת הסתברות מה למדנו?שונים. אין צורך לזכור לשם כך חוקים הסתברותיים. רושמים בטבלה את נתוני הבעיה בתאים המתאימים, ומהחיבוריות בטבלה ההשלמה היא מיידית.
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				 מר גרגרן מתכנן לאכול חמש סופגניות בזו אחר זו, בסדר מקרי. בשתיים מהסופגניות .19דוגמה  – שוקולד בסופגנייה הראשונה שתאכל,יש מילוי שוקולד ובשאר ריבה. נגדיר מאורעות:  הבאה התקבלו מחוק  – שוקולד בסופגנייה השנייה שתאכל. ההסתברויות שבטבלת הכפל: 
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				 הם מאורעות תלויים (בִּדקו). חִשבו מדוע התוצאות , ו- 	הבחנה:  צפויות.
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				 מאפשרת לחשב במהירות גם הסתברויות מותנות:	טבלת הסתברות 

				. , ובדומה לכך:  
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				 שהשלמתם, וחשבו את: 18 בדוגמה 15 חִזרו לטבלת הסתברות של איור ).iהתנסות (

					א. ההסתברות לתקלה במנוע הימני בהינתן תקלה במנוע השמאלי.

					ב. ההסתברות לתקלה במנוע הימני בהינתן שהתרחשה נחיתת אונס. 

				 הם בלתי תלויים?  הם בלתי תלויים? האם המאורעות B, A	האם המאורעות 

				 הם מאורעות בלתי תלויים.  המוצגות בהמשך,  בשלוש טבלאות הסתברות ).iiהתנסות (השלימו את הטבלה השמאלית באמצעות שימוש בתכונת החיבוריות. בטבלה שבאמצע בחרו  כרצונכם, והשלימו אותה בדרך דומה. בשתי הטבלאות שימו לב מאורעות בלתי תלויים , הסתברות החיתוך שהתקבלה שווה למכפלת ההסתברויות בשוליים בכל אחד מהתאיםשהמתאימים.
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				 השלימו בדרך דומה את הטבלה הכללית הימנית, ובדקו אם התקבל קשר דומה.אתגר.
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				, אם הסתברות החיתוך באחד התאים שווה למכפלת ההסתברויות  בטבלת הסתברות  הבחנה.בשוליים המתאימים, אזי דבר דומה מתרחש בכל שאר התאים. המשמעות היא:

				
					
						 הם בלתי תלויים.  , וכן  הם מאורעות בלתי תלויים, אזי גם המאורעות  אם ♥
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				 שהם:   א. זרים.   ב. בלתי תלויים. של מאורעות   תארו טבלת הסתברות  התנסות.
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				תרגילי חישוב וחשיבה לבחירה – חוקי היסוד של ההסתברות  

				)109(פתרונות בעמ' 

				  80 התלמידים 200.	בסקר שנערך בקרב תלמידי החטיבה 'מלח הארץ', התברר שמתוך כלל 1 גם 20 תלמידים אלו, 80). בדיקה נוספת העלתה שמתוך Aפעילים בתנועת נוער (מאורע  התלמידים 120). בדיקה השוואתית העלתה שמתוך Bעוסקים בספורט באופן פעיל (מאורע   עוסקים בספורט. ערכו את הנתונים בטבלת הסתברות 25שאינם פעילים בתנועת נוער, ובעזרתה: 

					א.	חשבו את ההסתברות שתלמיד העוסק באחת משתי הפעילויות בלבד, שייך לתנועת נוער.

				 הם בלתי תלויים.A, B	ב.	בדקו אם המאורעות 

				, והמאורעות הם בלתי 1/3.	בדו-קרב אכזרי, הסיכוי של כל אביר לפגוע ביריב בסבב מסוים הוא 2תלויים. הדו-קרב מסתיים כאשר אחד מהשניים נפגע. מה ההסתברות שהדו-קרב יסתיים כבר לאחר סבב אחד? לאחר שני סבבים? שלושה סבבים? מה הנחתם?

				 מתלמידי החטיבה 75%.	בכתבה ברשת החברתית 'פייקבוק' צוטטו בין השאר נתונים אלה: 3 27% תומכים בכך שהוריהם יעבדו מהבית. כמו כן נמסר ש-70%מעדיפים למידה בזום, וְ-מתלמידי החטיבה אינם תומכים לא בזה ולא בזה. האם הנתונים הללו אמינים? נתחו.

				 הסתברות סובייקטיבית

				תופעות רבות המתרחשות סביבנו הן חד-פעמיות, ועל כן אי אפשר להתבסס על נתונים סטטיסטיים להערכה הסתברותית של האפשרויות השונות שעשויות להתרחש. כיצד נעריך אפוא הסתברות של מאורעות כמו: 

					-	יימצאו חיים תבוניים מחוץ למערכת השמש שלנו.

					-	תִזכו להגיע למאדים.

					-	יגיע שלב שהאינטליגנציה המלאכותית תשלוט על בני האדם.

				במצבים מעין אלו, אין בדרך כלל סימטריה בין תוצאות הניסוי. כמו כן, אי אפשר להיעזר בשיקולים של שכיחות יחסית לצורך הניתוח, שהרי מדובר בתופעות חד-פעמיות. בכל זאת, מומחים לנושא (וגם כאלה שאינם מומחים...) מייחסים, על סמך ניסיונם וההיכרות שלהם עם תופעות דומות, הערכות הסתברותיות, סובייקטיביות, לתרחישים האפשריים השונים. הערכות אלו מבטאות את  האישית שלהם שהמאורעות יתרחשו.מידת האמונה
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				דרך מסודרת אפשרית לקבל הערכה הסתברותית היא השוואת סיכויי המאורע המבוקש לסיכויים של מגוון מאורעות אחרים שהסתברויותיהם ידועות למומחה. 

				כפי שציינו, ההערכה המתקבלת היא סובייקטיבית – מומחים שונים יגיעו קרוב לוודאי להערכות שונות. מומלץ, כמובן, להתייעץ עם כמה מומחים בתחום. בחוברת זו לא ניכנס לעומק הנושא, נדגיש רק:

				בכפוף לכך, הערכת ההסתברויות של התוצאות האפשריות מאפשרת לחשב את ההסתברויות של מאורעות מורכבים יותר תוך כדי שימוש בחוקי ההסתברות של התורה. 

				הסתברות סובייקטיבית בחיי היום-יום 

				בחיי היום-יום אנו נדרשים בדרך שגרה לבחור, לשפוט, להגיע להחלטות ולפעול בתנאים של מידע שאינו שלם. במצבים כאלו אנו מפעילים ניחושים מושכלים באשר לסיכויים של האפשרויות הניצבות בפנינו. הערכות הסיכויים הללו הן סובייקטיביות, והן מבטאות את דעתנו ואת ניסיון החיים האישי שלנו. 

				כל זה נראה מאוד לא מדעי, ואולם לעיתים קרובות – בהיעדר נתונים רלוונטיים וללא תאוריה מתאימה – זהו הדבר הטוב ביותר שנוכל לעשות.

				הדגמות

					-	כדי להחליט כמה זמן להשקיע בלימוד לקראת המבחן בהיסטוריה, נרצה להעריך את הסיכוי שהבחינה תהיה קשה, שהחומר בשיעור שלא היינו בו לא יופיע בבחינה, שתהיה אפשרות בחירה וכן הלאה.

					-	כדי להחליט אם כדאי להתחסן בחיסון חדשני נגד פנדמיה מסוג בלתי מוכר, יהיה עלינו להעריך את הסיכונים של תופעות לוואי אפשריות לעומת ההשלכות האפשריות של סירוב להתחסן.

				מכיוון שבבעיות שיפוט יום-יומיות אנו מתבססים על הערכות הסתברותיות סובייקטיביות, חשוב : מכשלים חשיבתייםללמוד להימנע 

					כשל נפוץ מאוד הוא לייחס הסתברויות שוות לתוצאות האפשריות השונות, למשל לייחסהסתברויות של חצי-חצי כאשר לפנינו שתי אפשרויות שאין לנו די מידע עליהן.

					כשל נוסף הוא להתבסס יתר על המידה בהחלטות שלנו על אנקדוטות, על מקרה שקרהלחבר של חבר, על שמועות, על כללי אצבע שאינם מוכחים, או אפילו על הטעיות מכוונות(פייק ניוז).

				חשוב להדגיש שהערכות ההסתברות חייבות להתבסס על כל חוקי ההסתברות. אם הערכנו, למשל, 
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						כל חוקי ההסתברות חייבים לחול גם על הערכות הסתברותיות סובייקטיביות.  ♥
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				.90% את הסיכוי שהשיעור במתמטיקה יתבטל, הרי יש להעריך את הסיכוי שהשיעור ייערך ב-10%ב-

				בהערכות סובייקטיביות יש לשים לב גם שהסתברות של מאורע המוכל באחר לא תעלה על ). נציג דוגמה מתועדת היטב להטיה נפוצה 76) עמ' ivהסתברות המאורע המכיל (ראו התנסות (בהקשר זה:

				, אינה נשואה, משתתפת אקטיבית בהפגנות ובצעדות נשים, השתתפה 30 יעל בת כ-הדגמה., ותורמת לעמותות הנלחמות באלימות נגד נשים.me tooבמצעד השפחות, תומכת נלהבת ב-

					איזה משני המאורעות סביר יותר בעיניך: א. יעל מורה.  ב. יעל מורה פמיניסטית.

				 הצביעו על הטיה הסתברותית המובילה רבים להעריך במצבים מעין אלו 6	כהנמן וטברסקישהסתברות מאורע החיתוך (כאן מורה פמיניסטית) גדולה מהסתברות אחד משני המאורעות (כאן מורה), שנראה מעט בלתי סביר לנוכח התכונות המתוארות.

				ולבסוף נציין שוב שכאשר הדבר אפשרי, רצוי להתייעץ בבעלי ניסיון ואף – במידת האפשר – לפנות למומחים.

				ומה הלאה?  

				 ונועד לקוראים המחפשים אתגר נוסף.4 הוא המשך טבעי של פרק 6פרק 

				, והם נועדו להרחבת הדעת. בשני הפרקים נזדקק 5 הם המשך טבעי של פרק 8 וְ-7פרקי ההעשרה לאקסיומת החיבוריות בניסוחה הכללי, העוסקת ברשימה אין-סופית של מאורעות. אפשר לוותר על פרקי ההעשרה מבלי לפגום כלל בהבנה הטובה שרכשתם בהסתברות. עם זאת, אם אתם סקרנים במיוחד, אתם מוזמנים לחזור לחוברת זו בזמן כלשהו ולהציץ בפרקים הללו.

				אז מה היה לנו? הגישה המודרנית לתורת ההסתברות 

				מושגים חדשים 

					שלוש אקסיומות ההסתברות.•

					חיבוריות אין-סופית.•

					הסתברות סובייקטיבית.•

				כלים חדשים 

					חוק המשלים, חוק החיבור, חוק האיחוד, חוק הכפל.•

				.	טבלת הסתברות •
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				 ההטיה נקראת הטיית הייצוג והיא מגובה במחקרים רבים. בפרק הראשון בספרם של כהנמן וטברסקי תוכלו למצוא מבחר מההטיות 6 Kahneman & Tversky. Judgement Under Uncertainty: Heuristics andההסתברותיות שעל חשיפתן הם זכו בפרס נובל בכלכלה ()Biases. Cambridge University Press 1982
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				תובנות חדשות 

					תורת ההסתברות המודרנית מושתתת על שלוש אקסיומות (הנחות יסוד). כל חוק הסתברותי •נוסף יהיה עלינו להסיק מאקסיומות אלה. 

					מכיוון שבשתי הגישות החישוביות שהצגנו מתקיימות כל אקסיומות ההסתברות, הרי בפתרון •.3בעיות מעשיות אפשר להשתמש בכל הכלים שרכשנו בפרק 

				 הם מאורעות בלתי תלויים.  וכן  הם מאורעות בלתי תלויים, אזי גם 	אם •
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					מכיוון שבבעיות שיפוט בחיי היום-יום אנו מתבססים פעמים רבות על הערכות הסתברות סובייקטיביות, יש ללמוד להימנע מכשלי חשיבה ולהישען תמיד על חוקי ההסתברות. 

					הערכות הסתברות סובייקטיביות נגועות פעמים רבות בהטיות חשיבתיות שכיחות שכדאי להיות ערים להן. פרס נובל בכלכלה לכהנמן מעיד על ההשלכות הכלכליות הכרוכות בהטיות חשיבה הסתברותיות.
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					הפתעות הסתברותיות, 	חידוד האינטואיציות		

				 לקבל משהו נכון,50-50: בכל פעם שיש לך סיכוי של 90-50-50 -	כלל ה שתטעה.90%יש סבירות של 

				(פרשן רדיו וטלוויזיה אמריקאי שהיה ידוע בשנינותו)	אנדי רוּני 

				 הפתעות הסתברותיות 

				בפרקים הקודמים נתקלנו לא אחת בהפתעות הסתברותיות, כמו לדוגמה בעיית ימי ההולדת או ). ההפתעות הצפויות לנו בפרק זה קשורות כולן להסתברות מותנית 37הפרדוקס של גלטון (עמ' ולאי-תלות. השאלות האתגריות שנעלה בפרק זה נועדו לחדד את האינטואיציות החדשות שנרכשו . 4בפרק 

				הקוראים מוזמנים לעצור ולחשוב בעצמם על השאלות המוצגות, ורק לאחר מכן להעמיק בפתרון המוצע. 

				 מכד שבו שישה כדורים שחורים וארבעה כדורים לבנים מוציאים באופן אקראי כדורים בכד.?כדור אחד ללא החזרה. מבין הכדורים שנותרו בכד מוציאים כדור שני. מה ההסתברות שהכדור  שהוצא הוא שחור? חִשבו וחַשבו.השני

				 – הכדור השני שהוצא הוא שחור. מחוק החיבור  – הכדור הראשון שהוצא הוא שחור, 	נסמן וחוק הכפל מקבלים (ציירו עץ):
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				.

					   הכדור הראשון שחור	כדור ראשון לבן, 	שני הכדורים	הכדור השני שחור

						שני שחור	שחורים

				 ההסתברות שנוציא כדור שחור בהוצאה השנייה זהה להסתברות שנוציא כדור שחור 	הפתעה.בהוצאה הראשונה. הכדור השני נבחר הרי מתוך תשעה כדורים בלבד. איך ייתכן שההסתברות ? שהוא שחור היא 

				, כלומר, אין בידינו כל מידע באשר שאינה מותנית היא הסתברות  נשים לב ש-	ניתוח. – להיבחר  הכדורים הסתברות שווה – 10לצבע הכדור הראשון. מלכתחילה יש לכל אחד מ-
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				.שני, ולכן ההסתברות הלא מותנית שהכדור השני הוא שחור (שש אפשרויות) היא אכן 

					בדומה לכך, אם נמשיך בהוצאת כדורים, ההסתברות שהכדור האחרון שנוציא הוא שחור גם.היא 

				). ממועצה הכוללת שישה בנים וארבע בנות נבחרו 58, עמ' 15 (המשך דוגמה מועצת תלמידים?באופן אקראי יו"ר, לאחריו סגן ולבסוף דובר. שיקולים דומים לאלו שהפעלנו בבעיית הכדורים . ) היא בכד מורים שההסתברות שהדובר הוא בן (המאורע 
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				). האם מידע 	מידיעה מרעישה בעיתון של בית הספר התברר לכם שהדובר הוא בן (התרחש )?נוסף זה ישנה את הערכת ההסתברות שיו"ר המועצה היא בת (התרחש המאורע 
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				 (שהרי היחס בין הבנים לבנות השתנה). מטעמים  בוודאי תלוי במאורע  המאורע הפתעה..  תלוי במאורע העתידי של סימטריה בהגדרת אי-תלות, פירוש הדבר שהמאורע 
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				 נמקו בדרך דומה: המידע שהכדור האחרון שהוצא מהכד הוא התנסות (כדורים בכד, הפתעה).שחור משנה את הערכת ההסתברות שהכדור הראשון שהוצא הוא לבן. 

				באופן כללי:

				 בידיכם שני מטבעות, האחד הוגן, ועל השני מסומן עץ בשני צדדיו. בוחרים מטבע אתגר.? – בהטלה  – בהטלה הראשונה עץ, באקראי ומטילים אותו פעמיים. נתבונן במאורעות:  של המטבע, נראה שהמאורעות הם בלתי בשתי הטלות שונותהשנייה עץ. מכיוון שמדובר תלויים. האומנם? נתחו.
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				, שלב א – בחירת המטבע, שלבים ב, ג – תוצאות 16	לבדיקה ניעזר בעץ הסתברויות. באיור ההטלות.

				. 	מהעץ נקבל:   

				.  מסלולים):   3	כמו כן (אתרו 

					מבדיקה פשוטה (ראו שני המסלולים הקיצוניים) נקבל:

				.

				 תלויים. (פרטו). המאורעות  הפתעה
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						 מאוכלוסייה סופית. מידע בדבר ללא החזרה מוציאים פרטים בזה אחר זה חידוד האינטואיציות.הבחירה השנייה, הבחירה השלישית, ... בהחלט רלוונטי להערכות הסתברותיות הנוגעות לבחירות קודמות.
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				עץ הסתברויות – מטבע הוגן ומטבע שאינו הוגן . 16איור 

				 ההסבר לַתלוּת נעוץ בכך שהתרחשות עץ בהטלה הראשונה תורמת 	חידוד האינטואיציות.מידע כלשהו הנוגע למטבע הנבחר. מידע זה הוא שמשפיע על סיכויי תוצאת ההטלה השנייה. חִשבו למשל על מצב שבו בכל עשר ההטלות הבאות של המטבע הנבחר יתקבל עץ. על מה תעדיפו להמר בהטלה הבאה? 

				 התלות בין ההטלות מתחדדת אם נחשוב, לחלופין, על מצב שבו מתקבל פלי בהטלה 	הבחנה.הראשונה. במצב כזה המידע בדבר ההטלה הראשונה משנה בברור את ההסתברויות בהטלה השנייה.

				מה למדנו?

				 בעיות שיפוט ופרדוקסים

				לפנינו כמה בעיות שיפוט הסתברותיות שאינן דורשות חישובים, ופרדוקס הסתברותי מפורסם  ואת 4). הפתרון של כל אלו נשען על רעיונות ועל כלים שהכרנו בפרק 87(פרדוקס נוסף ראו בעמ' רובו תבצעו אתם, הקוראים. 

				)104 איזו משתי ההסתברויות, הנוגעות לאם ולבתה, גדולה יותר? (פתרון בעמ' בעיית שיפוט.?

				בהינתן שלאם יש עיניים כחולות, גם לבת יש עיניים כחולות.).i(

					בהינתן שלבת יש עיניים כחולות, גם לאם יש עיניים כחולות. ).ii(

						[רמז: בִּדקו מהו התנאי לשוויון בין שתי הסתברויות מותנות שהן הפוכות זו לזו (ראו הבחנה ). בִּדקו אם סביר שהתנאי הנדרש מתקיים בבעיה שלפנינו.]66עמ' 

				 המשתתפים באירוע יוקרתי מקבל כשהוא יוצא מעטפה אקראית 20 כל אחד מ-בעיית שיפוט.? מעטפות. המוזמנים מתבשרים שבאחת מהן בלבד יש פרס יקר ערך. 20מסלסילה שיש בה 

				
					
						 היא חמקמקה, ואין טעם A רלוונטי לחישוב ההסתברות של מאורע B  ההבנה מתי מידע נוסףלחקור את מהות הקשר בין שני המאורעות. במקרים רבים, לשם בדיקת אי-תלות יש לפעול .  או פשוט על פי אחת ההגדרות (השקולות) האלו: 
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				מה הסיכוי שהיוצא הראשון יזכה בפרס זה? מה הסיכוי שהיוצא השני יזכה? השלישי?...מה גיליתם? האם כדאי לצאת ראשונים (זו הנטייה הטבעית) או אולי עדיף להמתין? נסו לענות ללא חישובים.

					מה תהיה תשובתכם אם באחת מהמעטפות יש פצצה שתתפוצץ כשיפתחו את המעטפה, . הנטייה הטבעית 7ובכל השאר יש פרסים יקרי ערך? זוהי דילמה שהציג הסופר הנודע גרהם גריןכאן היא להמתין ולקוות לטוב. 

					מניתוח דוגמאות קודמות של הוצאת פרטים ללא החזרה מאוכלוסייה (מועצת התלמידים, מגדל קוביות, חלפן כספים, כדורים בכד) עולה שבניגוד לאינטואיציות, ההסתברות לפרס (או לפצצה) בהוצאה הראשונה, בהוצאה השנייה, בשלישית, ... זהה. אין טעם להידחף או להשתהות ביציאה.

				
					
						 בהוצאת פרטים בזה אחר זה מאוכלוסייה שיש בה גם פרטים מיוחדים מתקיים: מה למדנו?בין אם ההוצאה היא עם החזרה או ללא החזרה, ההסתברות לפרט מיוחד בהוצאה הראשונה, בשנייה, בשלישית,... קבועה.

					

				

				 במה מתבטא אפוא השוני בניתוח ההסתברותי בין הוצאה עם החזרה להוצאה ללא התנסות.החזרה?

				 (שימוש בנתונים סטטיסטיים). במחקר שנערך בבית ספר יסודי בעיר ללא בעיית שיפוט?הפסקה נמצא קשר ברור בין מספר שגיאות הכתיב של תלמידים לבין הגובה שלהם: התברר שלתלמידים גבוהים יש פחות שגיאות כתיב. האם ייתכן שגורם הגובה הוא סיבה לשגיאות כתיב? 

					הקשר בין גובה לשגיאות כתיב אינו סיבתי. הידע על הגובה קשור לשגיאות הכתיב היות שהוא קשור לכיתה (א-ו) שהתלמיד לומד בה. חִשבו על דוגמאות נוספות שבהן שימוש בנתונים סטטיסטיים מורה על קשר הסתברותי (תרומה של ידע להערכת הסתברות) אך למעשה אין קשר סיבתי (של סיבה ומסובב) ישיר. 

				במחקרים רבים ברפואה, המצוטטים בתקשורת, תוכלו למצוא לא אחת דוגמאות שבהן מתוך קשר הסתברותי שהתבסס כולו על נתונים סטטיסטיים, מייחסים למשתני מחקר שונים קשר סיבתי. 

				לדוגמה, במחקר שהתבסס על מגה-דאטה דווח שפעילות דיגיטלית בקרב מבוגרים מאיטה את הירידה הקוגניטיבית. המחקר אכן מצא קשר סטטיסטי בין הגורמים, אבל הקשר אינו מוכיח את טענת החוקרים. ייתכן, למשל, שמבוגרים שאין להם ירידה קוגניטיבית פעילים יותר דיגיטלית. 

				נדגיש: 

				נקנח בפרדוקס הסתברותי מפורסם ביותר שעורר (וממשיך לעורר) ויכוחים ערים.
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						 קשר הסתברותי ניסויי מוכח בין משתנים אינו מצביע בהכרח על קשר סיבתי ביניהם.
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				 הדילמה מופיעה בספר "דוקטור פישר מז'נבה או מסיבת הפצצה".7
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				פרדוקס הדלתות (המשחק של מונטי הול)  

				. מאחורי אחת הדלתות  דלתות סגורות, שיסומנו 3בשעשועון טלוויזיה יש לבחור אחת מ-יש פרס – מכונית פרארי, ומאחורי שתי האחרות יש עז. בחרתם דלת וטרם פתחתם אותה, והינה המנחה מצביע על אחת משתי הדלתות הנותרות ומגלה לכם שמאחוריה יש עז, והוא מאפשר לכם לשנות את הבחירה. 

					האם יש טעם להחליף את הדלת שבחרתם? האם כדאי לשלם למנחה תמורת המידע??נתחו את שתי האפשרויות שנותרו לכם לנוכח תוספת המידע מהמנחה ואת הסתברויותיהן (המותנות) המתאימות. חִשבו וחַשבו.

				. 	נניח, למשל, שבחרתם בדלת 
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					ציירו עץ הסתברות דו-שלבי של הבעיה: בשלב ראשון רשמו את שלוש האפשרויות למיקום הפרארי ואת ההסתברויות המתאימות. בשלב השני רשמו (בתוך מירכאות) את שתי האפשרויות  - עם ההסתברויות המותנות ) שעומדות בפני המנחה לנוכח הבחירה שלכם בדלת  וְ-(). אם מאחורי שתי הדלתות יש עז, 1 או של 0המתאימות (אפשר לרשום בעץ גם הסתברות של הניחו לצורך הפתרון שהמנחה בחר בין שתיהן בחירה אקראית. 
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				. חַשבו את ההסתברות המותנית 	עתה חִשבו, למשל, על האפשרות שהמנחה הצביע על דלת . , כלומר, חשבו  שמכונית הפרארי נמצאת מאחורי הדלת האחרת מהשתיים 
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				 ברירת המחדל היא המחשבה שנשמרת סימטריה בין שתי האפשרויות שנותרו הפתעה והתנסות.לכם, ולכן אין טעם לבחור דלת אחרת. כפי שתיווכחו בעזרת העץ, ההסתברות שהפרס נמצא , ואולם ההסתברות שהוא נמצא מאחורי 1/3מאחורי הדלת שבחרתם לא השתנתה והיא עדיין , וכדאי אפוא למהר לבחור בה. נסו להסביר את ההיגיון שמאחורי 2/3הדלת האחרת היא עתה ).104התוצאה (ראו הסבר בעמ' 

				 דלתות, שרק מאחורי אחת 1000(הקצנת השאלה). חִשבו על שעשועון דומה עם חומר למחשבה  דלתות 998מהן יש מכונית פרארי ומאחורי השאר יש עז. אחרי הבחירה שלכם המנחה פתח ומאחורי כולן הייתה עז. האם במקרה זה תדבקו בדלת שבחרתם או שתעברו לדלת האחרת? נסו לנמק את תשובתכם.

				תרגילי חישוב וחשיבה לבחירה – הפתעות הסתברותיות, חידוד האינטואיציות  

				)109(פתרונות בעמ' 

				 לכל שאלה בבוחן בקורס 'הסתברות למשוררים' יש ארבע תשובות הפתעה הסתברותית..1אפשריות שמהן אחת נכונה. השאלות אינן תלויות זו בזו. תלמידים שיודעים את חומר הלימוד בהסתברות יענו נכון על כל השאלות בוודאות, ותלמידים שאינם יודעים יבחרו כל תשובה  ממשתתפי הקורס ידעו את חומר הלימוד בסוף 60%באקראי (בניחוש). על סמך נתוני העבר, הקורס. 
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				 – שירה S1	נתבונן בתלמידה בקורס ששמה שירה. חַשבו את ההסתברות של שני המאורעות:  – שירה תענה נכון על השאלה השנייה. חשבו גם את S2תענה נכון על השאלה הראשונה, הסתברות מאורע החיתוך שלהם. 

				 הם בלתי תלויים? מצאו הסבר.  ב. האם המאורעות הללו הם זרים?S1 ,S2	א. האם המאורעות 

				 אדם חזר הביתה לאחר ליל שתייה מופרזת ובידו צרור הפתעה הסתברותית (השיכור והצרור)..2 מפתחות שונים, שמהם רק אחד פותח את דלת ביתו. הוא מנסה באקראי את שבו המפתחות בזה אחר זה (בלי החזרה) עד שהדלת תיפתח. 

				 – 	א.	היעזרו בעץ הסתברויות תלת-שלבי מתאים כדי לחשב את הסתברויות המאורעות:  – הדלת תיפתח בניסיון  – הדלת תיפתח בניסיון השני, הדלת תיפתח בניסיון הראשון, האחרון. מה גיליתם? נסו למצוא לכך הסבר פשוט. הכלילו למספר כלשהו של מפתחות בצרור.
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					ב.	חִשבו – האם המסקנה תהיה נכונה גם אם יתברר שהאדם שתוי עד כדי כך שהוא מחזיר לצרור כל מפתח שהוא מנסה (הוצאה עם החזרה)? 

				.	ביישוב זנב פינה יש שלוש מכוניות לכיבוי אש הפועלות באופן בלתי תלוי זו בזו. מכונית א 3 ומכונית ג 0.9, מכונית ב בהסתברות 0.95יכולה להיות מוכנה לפעולה בזמן הדרוש בהסתברות .0.85בהסתברות 

					א.	חשבו את ההסתברות שבמקרה של שריפה: 

				 – כל שלוש המכוניות תהיינה מוכנות לפעולה.B – אף מכונית לא תהיה מוכנה לפעולה,     A	

				 ביישוב שלהבים כל אחת משלוש מכוניות הכיבוי מוכנה לפעולה בהסתברותבעיית שיפוט.	ב.. האם לדעתכם שני היישובים מוכנים באותה מידה למקרה של שריפה? 0.9	של 

				 עבור היישוב שלהבים. האם הופתעתם מהתוצאה?A	ג.	חשבו את הסתברות המאורע 

				.	א.	במשפחה שלה שני ילדים ידוע שהבכורה היא בת. מה ההסתברות שלמשפחה יש ילדים4	משני המינים?

					ב.	במשפחה שלה שני ילדים יש בת. מה ההסתברות שהבכור/ה בת?

				 בספינת שודדי־ים יש שלושה אסירים שהם אחים: וונדי, ג'ון ומיכאל. פרדוקס האסירים (אתגר)..	5אחד מהם, שקפטן הוק בחר באקראי, יוצָא מחר להורג, ושני האחרים ישוחררו. 

					וונדי פונה בבקשה לאחד הסוהרים שיגלה לה שם של אחד מבין שני אחיה, שישוחרר מחר. הטיעון של וונדי הוא: "הרי ידוע לי בוודאות שלפחות אחד מהם ישוחרר, לכן לא ייגרם כל נזק אם תגלה לי שם אחד (שבמקרה הצורך תבחר באקראי)". הסוהר טוען לעומתה בעקשנות: . אם אגלה לך שם אחד, הרי הסיכוי שלך ישתנה 1/3"כרגע הסיכוי שלך שיוציאו אותך להורג הוא , ובכך יורע מצבך". 1/2ל-

					מי מהשניים צודק בוויכוח? מצאו את הפגם בטיעון הנגדי (רמז: היעזרו בפרדוקס הדלתות).
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				אז מה היה לנו?

				הפתעות הסתברותיות, חידוד האינטואיציות

				תובנות חדשות

				בין אם ההוצאה 		בהוצאת פרטים בזה אחר זה מאוכלוסייה סופית שיש בה גם פרטים מיוחדים, •, ההסתברות שבהוצאה השנייה, השלישית, ... יתקבל מתבצעת עם החזרה או ללא החזרהפרט מיוחד זהה להסתברות שבהוצאה הראשונה יתקבל פרט מיוחד, והיא שווה ליחס שבין מספר הפרטים המיוחדים לכלל האוכלוסייה. 

						האינטואיציות ההסתברותיות שלנו לעיתים מתעתעות. הכלים ההסתברותיים שנרכשו •בחוברת זו מאפשרים לנתח במדוקדק בעיות שיפוט. 
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				על הגישה המודרנית לתורת ההסתברות 		

					כמי שעוסק בביטוח, אני אומר בביטחון מלא:כל דבר שעשוי להתרחש אכן יתרחש.

				(איל הון, מדורג בעשיריה הראשונה של עשירי העולם)	וורן באפט 

				 בעיית ההתלכדויות 

				לעיתים, הפירוק האפשרי היחיד של מאורע מורכב הוא לאיחוד מאורעות שאינם בהכרח זרים ) הכרנו את חוק האיחוד לחישוב הסתברות האיחוד של שני מאורעות. 74 (עמ' 5בזוגות. בפרק בסעיף האתגרי שלפנינו נכליל את החוק וגם נפעיל אותו לפתרון בעיה הסתברותית מפורסמת.נפתח בחוק האיחוד לשלושה מאורעות.

				 היא: הסתברות האיחוד של שלושה מאורעות נוסחת ההכלה וההפרדה.
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				(בשיתוף הקוראים). באגף שמאל, הסתברות של כל תוצאה באיחוד מחושבת בדיוק פעם הוכחה , 2, 1 מתואר מיון תוצאות האיחוד על פי מספר המאורעות שלהם הן שייכות – 17אחת. באיור . בִּדקו לכל סוג בנפרד שהסתברות של כל תוצאה בו מחושבת באגף ימין בדיוק פעם אחת.3

				 תוצאות איחוד של שלושה מאורעות ממוינות לפי מספר המאורעות שלהם הן שייכות.17איור 

				 לפאנל של מומחים רוצים לְזַמן שלושה מרואיינים מהוללים (בעיית ההתלכדויות).20דוגמה ). לשם כך מכינים שלושה מכתבים אישיים שבהם מחמאות הולמות ושלוש מעטפות (
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				שעליהן השמות המתאימים, אך ברגע של בלבול מכניסים באקראי מכתבים למעטפות. מומחה שיקבל את המכתב הנכון ייעתר להזמנה ברצון, אך אם יקבל מכתב שפונה למומחה אחר, יסרב לה. 

				. התלכדות אם מכתב מוכנס למעטפה הנכונה, נאמר שהתרחשה 	מינוח.

				 – לפחות מומחה אחד נענה להזמנה. במצב זה תתרחש לפחות התלכדות D	נסמן מאורע אחת.

				 נענה  – מומחה B נענה להזמנה,   – מומחה A כאיחוד של שלושה מאורעות:  D	נבטא את   נענה להזמנה. נשים לב שהמאורעות הללו אינם זרים בזוגות. - מומחה Cלהזמנה,  
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				, הסתברות החיתוך של כל שניים 	ההסתברות של כל אחד מהמאורעות בנפרד היא  (נמקו). מהנוסחה שרשמנו, , הסתברות החיתוך של שלושתם גם היא מהם היא ההסתברות שלפחות מומחה אחד יקבל את המכתב הנכון וייענה להזמנה היא אפוא: .
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				 יש התלכדותa אין התלכדות		       ל-c			      ל-

				עבור שלושה מומחים היה פשוט יותר להיעזר בחוק המשלים, ולחשב תחילה את הסתברות הערה. המאורע "שלושתם יסרבו". אולם בפתרון בעיית ההתלכדויות, כאשר יש יותר משלושה מומחים, חישוב הסתברות המאורע המשלים הולך ומסתבך. הפתרון המקובל מתבסס על ההכללה שלהלן של חוק האיחוד.

				 מאורעות מתקבלת בדרך זו: (נוסח שאינו רשמי). הסתברות האיחוד של נוסחת ההכלה וההפרדה

					מחשבים תחילה את סכום הסתברויות המאורעות הנפרדים. ממנו מחסרים את סכום הסתברויות החיתוך של זוגות שונים של מאורעות, ולכל זה מחברים את סכום הסתברויות החיתוך של שלשות שונות של מאורעות. וכך הלאה, עם סימנים מתחלפים עד להסתברות  המאורעות.החיתוך של כל 

				). הוזמנו ארבעה מומחים לפאנל. חשבו בדרך דומה לכך את 20 (המשך דוגמה התנסות אתגריתההסתברויות: 

				 נענו להזמנה; נענו להזמנה; ג. מומחים  נענה להזמנה; ב. מומחים 	א. מומחה ד. כל המומחים נענו להזמנה. ציינו כמה מאורעות שונים כלולים בכל סוג.
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					בעזרת נוסחת ההכלה וההפרדה חשבו את ההסתברות שלפחות מומחה אחד נענה להזמנה.
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				מעניין לציין שאם מספר המומחים שיוזמנו יהיה גדול מאוד (ולא חסרים כאלו במקומותינו...), אפשר .0.63להוכיח שלמרות הבלבול, ההסתברות שיימצא לפחות מומחה אחד שיופיע לפאנל היא כ-

				. גבול סדרה אין-סופית של מספריםבכל המשך הפרק יופיע המושג שאינו מוכר עדיין לקוראים – , ובדיון זה נשתמש במילים גבוללא ניכנס כמובן להגדרה (המסובכת מאוד) של המושג המתמטי  (התכנסות) של סדרת מספרים למספר קבוע כלשהו. המובן של "שאיפה" שאיפה"רכות" יותר, כגון במקרה זה הוא שהפער בין המספרים בסדרה לבין המספר הקבוע הולך ומצטמצם. 

				 מרחב הסתברות אין-סופי בדיד 

				עד כה עסקנו בניסויים שיש להם מספר סופי של תוצאות אפשריות. בבעיות כאלו די לדעת מהי ההסתברות של כל אחת מהתוצאות האפשריות של הניסוי. הסתברות של מאורעות נוספים היא סכום ההסתברויות של התוצאות הכלולות בהם (חוק החיבור). 

				נתבונן עתה בניסוי שאפשר אומנם לערוך את כלל התוצאות שלו ברשימה, ואולם הרשימה מתבררת . מרחב מדגם אין-סופי בדידכאין-סופית – לפנינו 

				, ... תוצאות ניסוי היא סכום ההסתברויות 3, 2על פי חוק החיבור, ההסתברות של מאורע המורכב מ-של תוצאות אלו. אולם כיצד תחושב הסתברות של מאורע המורכב מאין-סוף תוצאות?

				להמחשת הבעייתיות ננתח דוגמה, לכאורה פשוטה, שבה אין קושי ליצור רשימה של כל תוצאות הניסוי, אך מתברר שהרשימה אין-סופית.

				 לפנינו גלגל רולטה מאוזן להפליא. הגלגל מחולק לעשר גזרות שוות-. משחק הרולטה.21דוגמה . מסובבים את הגלגל שוב ושוב עד אשר מתקבלת זווית, שעליהן רשומות הספרות ,0 – התקבלה ספרה שונה מ-S והמשחק מסתיים. נסמן מאורעות: 0ספרה שונה מ- (כשלון) בזה F (הצלחה) או  S. נרשום את תוצאות סיבובי הרולטה:  0 – התקבלה הספרה Fאחר זה, משמאל לימין.

				. 	רשימת תוצאות הניסוי:   

					מחוק הכפל נקבל את הסתברויות התוצאות הנפרדות של הניסוי (פרטו): 

				, ... (המשיכו).,    ,    
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				 שעד אליו המשחק יסתיים בוודאות?האם יש שלב ?

				 סיבובים של גלגל הרולטה עד שתתקבל הצלחה – יידרשו לכל היותר 	נתבונן במאורע 			לראשונה והמשחק יסתיים. מחוק החיבור מקבלים: 
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				, ,   ,   		

				
					[image: ]
				

				 חזרות). (			ובאופן כללי:   
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				 שעד אליו . במילים אחרות, אין שלב קבוע 1 קטן ממש מ- טבעי,  לכל 	מסקנה.המשחק יסתיים בוודאות. 
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					האם מובטח אפוא שהמשחק שתיארנו יסתיים אי פעם? ?

				. המאורע הנדרש – המשחק ,  כדי לענות על השאלה לא די בחישובי   	הבחנה.. לפנינו רשימת תוצאות אין-סופית. יסתיים בשלב כלשהו – הוא:  לחישוב הסתברות המאורע נדרשת אקסיומת החיבוריות בגרסה האין-סופית הכללית שלה ). 74(ראו הערה בעמ' 
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				.  טענה.  

				. יש נוסחה פשוטה וידועה מאוד 8טור גיאומטרי לפנינו סכום אין-סופי המהווה 	הוכחה..1ִסְכּוֹם טור גאומטרי אין-סופי, וממנה מקבלים מייד שהסכום הוא 1שבעזרתה אפשר 

					לאלו מבינכם שאינם מכירים את הנוסחה, נציג טיעון חלופי שאינו מדוקדק, ונרמוז על טיעון חלופי נוסף.

				. אתם ודאי מודעים לפיתוח העשרוני  נרשום את הסכום כ-	טיעון שאינו מדוקדק..  נותנת 3, הכפלה ב-האין-סופי (שמתקבל בחילוק ארוך) 
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				 אם אתם מכירים את מערכת המספרים הממשיים בפיתוח העשרוני 	חומר למחשבה (אתגר).שלהם ואת הצגתם על ציר המספרים, אתם מוזמנים להוכיח (הוכחה גאומטרית בדרך  (קטן ממש). (יש להוכיח שמצב כזה מוביל בהכרח השלילה) שלא ייתכן ש-לסתירה.)

				 לא מובטח לנו שהמשחק יסתיים בתוך מספר סופי, קבוע, של סיבובי גלגל רולטה. 	הפתעה.עם זאת, מובטח שהמשחק יסתיים בתוך מספר סופי לא קבוע – מספר שיכול להשתנות ממשחק למשחק – של סיבובים. 

				. אתם ודאי שואלים 0.9 בדוגמה שניתחנו, ההסתברות להצלחה כבר בניסוי הראשון היא הכללה.את עצמכם מה קורה אם חוזרים שוב ושוב, עד להצלחה הראשונה, על ניסוי אשר  (למשל קבלת  (למשל קבלת פלי בהטלת מטבע). ב. ההסתברות להצלחה בו היא: א. הרולטה שתיארנו). מרחב המדגם בכל המקרים הללו הוא כמקודם:   בסיבוב גלגל 0הספרה . 
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				לצורך הפתרון נדרש ידע מתמטי מוקדם). בדומה לפתרון הקודם, חשבו (בשני המקרים) התנסות ( ... עתה היעזרו בנוסחת סכום טור גיאומטרי סופי כדי להראות שלכל , , את:  כזה שעד שנגיע אליו המשחק יסתיים בוודאות.  . במילים אחרות, אין שלב
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				 והמנה שלו היא , שהאיבר הראשון שלו הוא  לפנינו טור גאומטרי אין-סופי:   8.. על פי הנוסחה הכללית הסכום הוא: 
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				 - הגישה המודרנית לתורת ההסתברות7פרק 

			

		

		
			
					אפשר להוכיח (לא ניכנס כאן להוכחה) שהסכום של כל אין-סוף ההסתברויות שרשמתם (של . במילים אחרות, המשחק מסתיים בוודאות בתוך מספר סופי – 1כלל תוצאות המשחק) הוא אך לא קבוע – של סיבובים. 

				 חוק המספרים הגדולים – על קצה המזלג

				בדילוג גדול, נציג כאן – בקיצור נמרץ וללא הוכחות – את אחד החוקים החשובים של תורת ההסתברות. מטרת הדיון היא להצדיק במסגרת התורה המודרנית את הגישה השכיחותית שהצגנו .3בפרק 

				 יעקוב ברנולי 1713את הגרסה הראשונית של החוק, שכותרתו הייתה 'משפט הזהב', ניסח בשנת ). גרסה מוקדמת זו עסקה בשכיחות היחסית של כדורים שחורים, המתקבלת Jacob Bernoulli(בעת מעקב אחר סדרת הוצאות עם החזרה של כדורים, מכד שבו היחס בין הכדורים השחורים .pלכלל הכדורים הוא  

				במהלך השנים זכה המשפט להכללות משמעותיות, שלא ניכנס אליהן כאן. נאמר רק שלמשפט יש חשיבות רבה בהבנה של האקראיות בעולם סביבנו ובניתוח נתונים רבים שמצטברים. בזאת עוסקת הסטטיסטיקה. 

				חוק המספרים הגדולים - סקירה 

				. Aנתבונן בסדרה של חזרות בלתי תלויות על ניסוי אקראי, ונתמקד במאורע כלשהו 

				,  הניסויים הראשונים (יחס הניסויים, מתוך  ב-A – השכיחות היחסית של המאורע  סימון.). 3.3 התרחש בהם, ראו סעיף Aשהמאורע 
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				.A של  להסתברות 9 שואפתA של המאורע  השכיחות היחסית חוק המספרים הגדולים.
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					לצורך הוכחה מתמטית של המשפט נדרשים כלים מתקדמים של התורה, ואלו אינם בידינו. כמו כן נדרש להשתמש בתכונת החיבוריות האין-סופית. 

				ההבחנה הניסויית של התייצבות השכיחות היחסית הייתה ההשראה לגישה המודרנית סגירת מעגל. לתורת ההסתברות. התורה המודרנית נשענת על הנחות תאורטיות בלבד (ראו שלושת חוקי ), ובאמצעות הנחות אלה אפשר להוכיח את חוק המספרים הגדולים 73ההסתברות עמ' כמשפט מתמטי. חוק המספרים הגדולים מהווה אפוא הצדקה מתמטית טהורה, בדיעבד, לגישה השכיחותית המוקדמת לחישוב הסתברויות, שהתבססה במקור על הבחנות ניסוייות בלבד.

				 חברות הביטוח מסתמכות על חוק המספרים הגדולים בבואן לחשב את התשלום החודשי דוגמה.של מבוטחים. אנשים רוכשים ביטוח כדי להבטיח שלא ייפגעו כלכלית במקרה של נזק כספי גבוה מאוד, שיַקשֶה עליהם לעמוד בו. מדובר בסיכוי נמוך מאוד, אך יש לדעת שמבחינת חברת הביטוח (שיש לה מבוטחים רבים מאוד), הנזקים הללו הם ודאיים, ועל כן הם נלקחים בחשבון בתחשיב של החברה באופן שיבטיח להם עדיין רווחים נאים.
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				היעזרו ברשת לחישוב ההסתברות הניסויית שלמשפחה בישראל יש יותר משני ילדים.התנסות. 

				חוק המספרים הגדולים באמת

				 שהסתברותו ,A	נשים לב תחילה שאם חוזרים על ניסוי שוב ושוב ומתמקדים במאורע מסוים •.  Aאמנם אפסית אך חיובית, הרי שלאורך זמן אפשר לצפות להתרחשות המאורע 

					נתבונן לדוגמה בנהג רכב שאינו מאותת כאשר הוא ׳מזגזג׳ בין המסלולים בכביש. מכיוון , ומכיוון שמדובר 0שההסתברות לתאונה בשל החלפה בלתי צפויה של מסלולים גדולה מ-בנוהג קבוע, הרי לאורך זמן רב הנהג יכול לצפות לתאונה שתיגרם בשל נוהג פסול זה. 

				חישבו על דוגמאות מעשיות דומות במציאות שלכם.התנסות. 

				, זכה החוק לכינוי 'חוק המספרים הגדולים באמת'. גדול מאוד מאוד	במצב שבו מספר הניסויים •על פי החוק (בניסוח חופשי): כאשר מתרחש מספר גדול דיו של אירועים, צפוי שיתרחשו גם אירועים שהם בלתי סבירים מאוד. החוק מסביר התרחשות של תופעות שבפני עצמן נראות בלתי סבירות, לכאורה על-טבעיות, כגון פגישה אקראית עם חבר ילדות שלא פגשנו זמן רב אחרי שחלמנו עליו באותו לילה, כניסה להיריון אחרי תפילה בקברי צדיקים, זכייה של אדם בפרס הגדול בפיס אחרי שכבר זכה בעבר בפרס הגדול ועוד. 

				) ניסח וגם הוכיח מתמטית John Littlewood; 1885–1977המתמטיקאי הבריטי הידוע ג'ון ליטלווד (את החוק הבא:

				 (ליטלווד): אפשר לצפות שיתרחש לנו נס (ליטלווד הגדיר 'נס' חוק המספרים הגדולים באמת למיליון) בתדירות של פעמים אחדות בשנה. החישוב שהוא ערך הביא 1כאירוע שהסתברותו בחשבון את מספר האירועים העצום שאדם חווה במהלך תקופה זו. 

				ליטלווד ניסח את החוק במטרה לשכנע שאירועים נִסיים הם למעשה צירופי מקרים שצפויים להתרחש לכל אדם בתדירות מסוימת, ואין בהם כל גורם שהוא על-טבעי. 

				 

				אז מה היה לנו? הגישה המודרנית לתורת ההסתברות 

				כלים חדשים 

					חישוב הסתברויות במרחב הסתברות אין-סופי בדיד.•

				תובנות חדשות 

				 (משפט מתמטי). כשמספר החזרות הבלתי תלויות על ניסוי גדול חוק המספרים הגדולים•. A של  שואפת להסתברות A של כל מאורע מאוד, השכיחות היחסית 
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				טעימות – מגלגל רולטה 			לפרדוקס של ברטראן 

					משפט זה הוא שקר.

					פרדוקס השקרן

				 מרחב הסתברות רציף – פרדוקס הסתברותי?

				בניסויים רבים, אוסף התוצאות האפשריות מהווה רצף, בדרך כלל קטע באורך סופי או אין-סופי.

					– זמני המתנה – לאוטובוס הקרוב, לסיום השיעור, לרעידת אדמה. דוגמאות

					– תכונות פיזיקליות – בוחרים פרט מהאוכלוסייה ומודדים גובה, משקל, לחץ דם.

				נפתח בניתוח בעיה קלאסית, לכאורה פשוטה ביותר.

				 גלגל רולטה 

				מסובבים גלגל רולטה מאוזן ובודקים את זווית העצירה. תוצאות הניסוי, במעלות, הן כל המספרים ). מכיוון שהגלגל מאוזן היטב, יש סימטריה הסתברותית בין כל 360 (לא כולל 360) ל-0 (כולל 0בין תוצאות הניסוי.

				"?180° קטנה מ-	כיצד תחושב הסתברות המאורע "הגלגל ייעצר בזווית?

					מהסימטריה ההסתברותית ברור שההסתברות לכך שווה להסתברות שזווית העצירה היא , הרי ההסתברות של כל אחד מהם . מכיוון שהמאורעות הם זרים ואיחודם הוא 180°לפחות .היא 
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				.270° ל-180° חשבו בדומה לכך את ההסתברות שזווית העצירה תהיה בין ).i	התנסות (

				ההסתברות שגלגל הרולטה יעצור בקטע זוויות כלשהו היא יחסית לגודל הקטע בלבד הבחנה. ואינה תלויה במיקומו.

				)?180 (הנקודה 180° בזווית של בדיוק	כיצד תחושב ההסתברות שהגלגל ייעצר ?

				.0	משיקולי סימטריה, התשובה זהה לכל נקודה בקטע. על כן, התשובה חייבת להיות 

				, היא חיובית (ואפילו קטנה עד מאוד).  נניח שההסתברות לכך, 	הוכחה (בדרך השלילה). , ומכאן – עבור  נקודות היא מִתכוּנת החיבוריות, ההסתברות של מאורע המורכב מ-. מצב זה סותר את האקסיומות, ועל כן הוא בלתי 1גדול מאוד ההסתברות תהיה גדולה מ-.0אפשרי. ולכן ההסתברות שהגלגל יעצור בנקודה מסוימת היא אכן 
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					מצד אחד, הרולטה חייבת, כמובן, להיעצר בנקודה כלשהי. מצד שני, הסתברות לעצירה בכל ?. האם מצאנו 0. פירוש הדבר שיתרחש בוודאות מאורע שההסתברות שלו היא 0נקודה היא פרדוקס בתורה?

				 הפגם הוא באינטואיציות הראשוניות שלנו, אשר אינן מקבלות התרחשות חידוד האינטואיציות.. מתברר שבניסויים שיש בהם רצף של תוצאות זהו מצב סטנדרטי. 0של מאורע שהסתברותו יש, על כן, לחדד בהתאם את האינטואיציות שלנו כדי שיכללו ניסויים נפוצים מסוג זה. 

				 הסיקו בדרך נוספת שההסתברות שגלגל הרולטה יעצור מול נקודה מסוימת בהיקף ).iiהתנסות (. (רמז: התבוננו בקטעים קטנים יותר ויותר סביב הנקודה.)0הגלגל היא 

				מרחב הסתברות רציף – מה למדנו?

				 אתגר: הפרדוקס של ברטראן 

				. משרטטים מיתר אקראי במעגל. 1888) נוסחה בשנת Joseph Bertrand(הבעיה של ז'וזף ברטראן מה ההסתברות שאורכו עולה על אורך צלע של משולש שווה צלעות החסום במעגל? 

				; הפתרון דומה לכל ערך אחר של רדיוס.1למען הנוחות נתייחס למעגל ברדיוס 

				פתרון הפרדוקס דורש ידע בסיסי בגאומטריה, ואנו נסקור אותו כאן בקצרה וללא הוכחות.

				משולש חסום במעגל, מיתרים במעגל

				 החסום במעגל ABC, ובמשולש שווה-צלעות O ומרכזו בנקודה 1	נתבונן במעגל שהרדיוס שלו  – בסיס המשולש AB. נתבונן במיתר ). זוויות המשולש שוות זו לזו והן בנות 18(איור שווה-הצלעות החסום.
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						. בניתוח ההסתברותי של הבעיה 0במרחב הסתברות רציף, ההסתברות של כל תוצאה יחידה היא יש להסיק ישירות מתנאי הניסוי את ההסתברויות של קטעי ערכים. 
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				,AB משולש שווה צלעות חסום במעגל: מימין – זווית מרכזית הנשענת על צלע המשולש .18איור 

				משמאל – מרחק הצלע ממרכז המעגל

				 18 (ראו איור , היא בת AB, הנשענת על המיתר AOB. הזווית המרכזית 1	תכונה מימין).

				 (ראו איור 1/2, מרחק כל צלע ממרכז המעגל הוא ABCבמשולש שווה צלעות חסום . 2	תכונה  משמאל).18

				נציג עתה שני פתרונות לבעיה של ברטראן (יש פתרון שלישי, אך לא נציג אותו). בִּדקו בעיון את כל פרטי הפתרונות.

					פתרון א •

				. הוא O ממרכז המעגל ABנזכיר שהמרחק של המיתר 

				 (קִווקוּו כתום ארוך)  קטן מ- O מימין). מיתרים שמרחקם ממרכז המעגל 19 (ראו איור הבחנה (קִווקוּו קצר אפור) קצרים , ואילו מיתרים שמרחקם מהמרכז גדול מ- ABארוכים מהמיתר . AB ארוכים יותר מהמיתר ABממנו. במילים אחרות, מחצית מכלל המיתרים המקבילים ל-

				
					[image: ]
				

				.1/2ההסתברות המבוקשת היא 	מכיוון שלכל כיוון אחר של מיתרים הטיעון זהה, 

				 (קווקו אפור)AB (קווקו אדום) ומיתר קצר מ-ABמיתר ארוך מ-. 19איור 

					פתרון ב •

				 (קִווקוּו 120° משמאל). מיתרים שהזווית המרכזית הנשענת עליהם גדולה מ-19(ראו איור הבחנה ; כל שאר המיתרים (קִווקוּו אפור קצר) קצרים ממנו. ABעדין כתום ארוך) ארוכים מהמיתר . AB מכלל המיתרים במעגל ארוכים יותר מהמיתר במילים אחרות, 

				.1/3	ההסתברות המבוקשת היא אפוא 

				שני  התקבלו שתי תשובות שונות לשאלה. בדיקה מדוקדקת מעלה כי הפתעה הסתברותית.הפתרונות שהצגנו נכונים. 
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					ובכן, פרדוקס בתורה??

				 בשני הפתרונות שהצגנו, אקראיות הבחירה מתורגמת לסימטריה הסתברותית התרת הפרדוקס.	בין כלל תוצאות הניסוי. 

					-	פתרון א התבסס על המרחק של המיתר הנבחר ממרכז המעגל, והמאורע המבוקש תורגם ". הנחת המוצא של פתרון א הייתה שיש 1/2ל"מרחק המיתר ממרכז המעגל גדול מ-סימטריה הסתברותית בין כל הערכים האפשריים של מרחק המיתר הנבחר מהמרכז (כלל ). 1 ל-0המספרים בין 

					-	פתרון ב התבסס על הזווית המרכזית הנשענת על המיתר הנבחר, והמאורע המבוקש תורגם ". הנחת המוצא של הפתרון הייתה 120°ל"הזווית המרכזית הנשענת על המיתר גדולה מ- 0°שיש סימטריה בין כל הערכים האפשריים של הזווית המרכזית הנשענת על המיתר (בין ). 180°ל-

					התשובות השונות מורות ששתי הנחות הסימטריה הללו אינן שקולות (יש לכך גם הוכחה ישירה).

				 ס"מ נבחר באקראי מיתר 1 לפניכם שני ניסויים שונים. בשניהם, במעגל שהרדיוס שלו התנסות.ואורכו נמדד. השאלה: האם המיתר ארוך מצלע של משולש שווה-צלעות חסום במעגל? בכל אחד מהניסויים תַרגמו את אופן הבחירה המקרי לסימטריה הסתברותית מתאימה, וזָהו את הפתרון המתאים לניסוי. 

				 ס"מ, 1 ס"מ מטילים באקראי מטבע שהרדיוס שלו 2על דף שורות שהרוחב ביניהן . 1	ניסוי  מימין). באופן זה מתקבל מיתר (אקראי) 20כך שהמטבע צונח על אחת השורות (ראו איור במעגל. נמדוד את אורכו.

				 שני ניסויים של בחירת מיתר אקראי במעגל .20איור 

				 ס"מ, 1 שניות עוקבים אחר תנועת המחוג של שעון עצר בעל רדיוס של 60. במהלך 2	ניסוי  לא כלול. ראו 60 (60 ל-0. המחוג נעצר בזמן מקרי בין 0החל מהמצב שקצה המחוג מורה על  משמאל). כשהמחוג נעצר, קצהו מצביע על נקודה נוספת על המעגל. נתבונן במיתר 20איור שנמתח בין נקודת ההתחלה ונקודת העצירה של קצה המחוג, ונמדוד את אורכו. (בניסוי לא .)0כללנו מיתרים באורך 
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				מתאוריה ליישום, מה למדנו?

				אז מה היה לנו? טעימות הסתברותיות 

				תובנות חדשות 

				.0	במרחב מדגם רציף, ההסתברות של תוצאה יחידה היא •

				 יש לדעת לתרגם את תנאי הניסוי הפיזיקלי לחישוב ההסתברויות של בדיד	במרחב מדגם •התוצאות השונות של הניסוי; הסתברויות יתר המאורעות מתקבלות מחוקי ההסתברות. 

				 (שמהווה קטע מספרים על הישר) יש לדעת להפיק ישירות מתנאי הניסוי רציף	במרחב מדגם את ההסתברות של קטעים חלקיים שונים. הסתברויות יתר המאורעות מתקבלות מחוקי ההסתברות.

				
					
						שלב חשוב ביותר בפתרון הסתברותי של בעיה מעשית הוא תרגום מלא וחד-משמעי של תנאי הניסוי שהתרחש לשאלה מתמטית מתאימה, באופן שבו ברור מהנוסח מהן ההנחות ההסתברותיות שהפתרון יתבסס עליהן. בפתרון יש להיזהר מאוד שלא להתבסס, מבלי משים, על הנחות סמויות (כשל נפוץ). 
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				משחקי המזל שנעסוק בהם

			

		

		
			
				  משחקי המזל שנעסוק בהם

				נניח תמיד שהמטבעות, הסביבונים והקוביות מאוזנים, וכן שחפיסות הקלפים טרופות היטב. 

				H	    עץ – 		 T	הטלת מטבע. התוצאות האפשריות:   פלי – •
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				.1, 2, 3, 4, 5, 6	הטלת קוביית שש-בש. התוצאות האפשריות:   •

				. 3, 4, ..., 17, 18	הטלת שלוש קוביות זהות והימור על ערכי הסכום. התוצאות האפשריות:   •

											

					הטלת סביבון. התוצאות האפשריות:•

				 – פה.	פ – היה, ה – גדול, ג – נס, נ

					הוצאת כדורים מכד המכיל כדורים שחורים ולבנים.           •

					הוצאת קלפים ללא החזרה מחפיסה סטנדרטית. •

				 (עלה).♠ (תלתן), ♣ (יהלום), ♦ (לב), ♥ קלפים, המחולקים לארבע סדרות: 52	הרכב החפיסה: 

				.10 (שנקרא אס) עד 1 קלפים: שלוש תמונות: נסיך, מלכה, מלך, ועשרה מספרים, מ-13	בכל סדרה 

					הינה לדוגמה סדרת הקלפים לב:

					במשחקי מזל דוגמת פוקר או ברידג', מוציאים מתוך החפיסה קבוצה חלקית של קלפים.	המינוח המקצועי הוא יד של קלפים.

				 (מבוכים ודרקונים). הקוביות האפשריות הן (מתחת לקוביות נרשם מספר D&D	הטלת קובית •הפאות שוות הצורה):

				•	סיבוב גלגל רולטה. 	

				ועוד...
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				פתרונות להתנסויות ולתרגילים

			

		

		
			
				  תשובות מקוצרות להתנסויות

				, 3) בהטלת שלוש קוביות, כל אחד מהסכומים ii. (5+6 יש הרכב אחד בלבד, 11 (i) לסכום .10עמ'  מתקבל מהרכב אחד בלבד ולכן העדיפות שווה.18, 4

				. חומר למחשבה. על פי אותו כלל חיבור פשטני, הסיכוי שבשבע הטלות קובייה יתקבל 12עמ' , בסתירה להגדרה. מכאן ברור שהכלל בניסוח פשטני זה אינו נכון.1 גדול מ-6המספר 

				 5. לסכום : 5. סכום : 4) סכום i): (10) (המשך התנסויות עמ׳ ii( של טיגר יש שלושה הרכבים 4; לסכום 6,5 וְ-5,6 יש שני הרכבים סדורים: 11) לסכום iiיש עדיפות. (סדורים, לאיה ולינשוף יש הרכב אחד בלבד. 
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				) האינטואיציות של גלילאו גליליי. אם הסכום בשלוש הפאות העליונות של שלוש הקוביות הוא iii(. לכן מספר הדרכים הסדורות , הרי הסכום בצדן התחתון של שלוש הקוביות חייב להיות 6. 15 שווה לזה של 6לקבל את הסכום 

				 נקודות, לכן בשניהם שחקן א יקבל נוסף על השקעתו 10 בשני המשחקים הפער הוא בן .13עמ'  מהשקעתו של שחקן ב.גם 

				, בבא, באב, בבב) אפשרויות המנצחים בסבבים הנוספים: ii) שלושה סבבים לכל היותר. (i (.15עמ' אבב, באא, אאב, אבא, אאא. רק באחת מהן (מודגשת) שחקן ב מנצח. מכאן, יחס העדיפויות הוא ) בסבב אחד iii). (8 וְ-56 (מספרי המטבעות הם , ב יקבל , והחלוקה ההוגנת היא: א יקבל 1:7 מטבעות). אם ב ינצח המצב יהיה כמו בבעיה שכבר 64נוסף: אם א ינצח הוא יקבל את כל הקופה ( מטבעות. סך הכל 16 מטבעות ושחקן ב צפוי לקבל 48פתרנו, שבה נוכחנו ששחקן א צפוי לקבל ).56 מטבעות ושחקן א את כל השאר (8שחקן ב צפוי לקבל 
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				.B, D) התרחשו המאורעות  ii. (4 – המספר גדול מ-F;  4 – המספר קטן מ-E(i)  . 18עמ' 

				 תוצאות. . להטלת קובייה ומטבע יש 19עמ' 

				 מסלולים. ) לעץ iii מסלולים. () לעץ iiמנוסחת הכפל: (. 20עמ' 
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				 מסלולים. ) לעץ i(. 21עמ׳ 

				 מסלולים. . לעץ 20) עמ' iiiהמשך התנסות (

				) משותפת לשניהם. 4, 4, 4) המאורעות אינם זרים: התוצאה (ii(

				 – כל תוצאות הניסוי  – כל תוצאות הניסוי המשותפות לשני המאורעות; ) א. ii (.23עמ'  – כל ; B אך שייכות ל- A – כל תוצאות הניסוי שאינן שייכות ל-; B ולא ל- Aהשייכות ל-. וְ- הוא איחוד המאורעות הזרים A. ב. B  ולא ל-A תוצאות הניסוי שאינן שייכות ל-. ה. מילולית: . ד.   הוא איחוד המאורעות הזרים בזוגות ג. המשלים של איחוד מאורעות שווה לחיתוך המשלימים שלהם.
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				 לשני הסכומים שלושה : 17. סכום : 4סכום . 25עמ' מסלולים בעץ, לכן הם שווי עדיפות.
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				 תוצאות אפשריות, ומהן חשיבה בשלבים ושימוש בנוסחת הכפל: לניסוי יש  ב.. 26עמ' 
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				.B. עדיף להמר על B ושתיים את המאורע  Aרק אחת מקיימת את המאורע 

				.. (ii)  חשיבה בשלבים ושימוש בנוסחת הכפל: (i) .27עמ'  סביבונים שונים, שניים מהם מקיימים את המאורע. (iii) 
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				 יש רק קבוצה חלקית אחת המכילה את כל איברי הקבוצה..30עמ' 

				 ראו משולש פסקל.(iii)-ְו (ii).  היא 3 ושורה  היא 2) מנייה פשוטה מורה ששורה i (.31עמ' 
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				. , , . 35עמ' 
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				. הטלות: 6. 36עמ' 

				.. 37עמ' 

				 בדומה לכשלים ההיסטוריים כמו זה של דה-פורניוול, הכשל כאן נובע מכך שאין התרת הפרדוקס.בפתרון הבחנה בין המטבעות. מכיוון שלא ציינו מהם שני המטבעות שנפלו על אותו צד, יוצא שלא מדובר במטבע השלישי (כלומר לא מטבע מסוים) ושיקולי הסימטריה הנוגעים למטבע מסוים אינם תקפים. אם בדיוק שני מטבעות הראו עץ הרי המטבע השלישי בהכרח מראה פלי ואין סימטריה, ואם שלושתם הראו עץ הרי השלישי בהכרח עץ. כך או כך, איבדנו את הסימטריה. הפתרון המדוקדק  מחזק את הבנת הכשל של אי-הבחנה בין המטבעות.1/4שהצגנו של 

				, והסתברות האיחוד היא 0. (i) בהנחה שלקירח כבר אין צבע שיער, הסתברות החיתוך היא 38עמ'  הכדורים בכד יש עדיפות שווה. פעולת חיבור פשוטה 45) בבחירה מקרית של כדור, לכל ii. (0.06 הכדורים לבנים. מכאן, סביר יותר לקבל כדור לבן. 25 מהכדורים הם שחורים ושאר 20מורה ש-באופן כללי, אם המספר הגבוה הוא זוגי נהמר על זוגי, אחרת נהמר על אי-זוגי. 

				.,    התמקדות במיקי ומיני מורה:.39עמ' 
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				. . למעשה הסתברות החיתוך אינה יכולה להיות . שניהם שונים מ-. ב.  א. .62עמ' .בשני המקרים   
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				) i (.76עמ' 

										

										

				. המתאימה מתקיים:   (מחובר אי-שלילי) בטבלת הסתברות  )iv(

				
					[image: ]
				

				.;    ב. ) א. i (.77עמ' 

				
					[image: ]
				

				 והמאורעות  והמאורעות תלויים. בדומה לכך מהטבלה ) בשתי הטבלאות השמאליות מקבלים מערך המכפלה בתא אחד בטבלה iiהמשלימים תלויים. (שהערכים בכל שאר תאי הטבלה שווים גם הם למכפלת הערכים בשוליים המתאימים (בדקו). השלמת הטבלה הימנית מוכיחה קשר כללי:

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					
						
							סה״כ

						

						
							
								[image: ]
							

						

						
							A

						

						
							0.15

						

						
							0.13

						

						
							0.02

						

						
							(ii)B     

						

						
							0.85

						

						
							0.77

						

						
							0.08

						

						
							)iii    (

							
								[image: ]
							

						

						
							1

						

						
							0.9

						

						
							0.1

						

						
							  סה״כ

						

					

				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					
						
							סה״כ

						

						
							
								[image: ]
							

						

						
							A

						

						
							
								[image: ]
							

						

						
							
								[image: ]
							

						

						
							
								[image: ]
							

						

						
							B

						

						
							
								[image: ]
							

						

						
							
								[image: ]
							

						

						
							
								[image: ]
							

						

						
							
								[image: ]
							

						

						
							1

						

						
							
								[image: ]
							

						

						
							
								[image: ]
							

						

						
							סה״כ

						

					

				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

			

		

	
		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				

			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				

			

		

		
			
				פתרונות להתנסויות ולתרגילים

			

		

		
			
			

		

		
			
				.   ב. כל הערכים בתאים של הטבלה שווים למכפלת 0 היא: א. ההסתברות בתא . 78עמ' ההסתברויות בשוליים המתאימים.

				שיקולי הסימטריה דומים.. 83עמ' 

				 בבעיית השיפוט הראשונה התנאי מתקיים, ההסתברויות לעיניים כחולות אינן משתנות .84עמ' מדור לדור. 
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				 1/2, לצורך הפתרון בודקים אם מרחק המיתר הנבחר ממרכז המטבע גדול מ-1 בניסוי .98עמ' , לצורך הפתרון בודקים אם הזווית שעבר המחוג – כלומר הזווית שמול 2 מימין). בניסוי 20(ראו איור  משמאל).20 (ראו איור 120°המיתר שנוצר – גדולה מ-
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				  פתרונות לתרגילי הבחירה 

				)24 (עמ' 2.2סעיף 

				. אירעה לפחות תאונה 2. לפחות תאונה אחת לא התרחשה; ב1. המשלימים: ב.	א.1אחת. המאורעות אינם משלימים כי ייתכן, למשל, שנשברה צלחת בלבד ואז שני המאורעות לא התרחשו. 

				 – הרולטה נעצרה ליד מספר דו-B;  4 – הרולטה נעצרה ליד מספר דו-ספרתי המתחיל ב- A.2 – הרולטה נעצרה ליד מספר דו-ספרתי שסכום ספרותיו C;  4ספרתי שסיפרתו השנייה היא  הוא מאורע ריק, לכן חיתוך שלושתם הוא ריק. למעשה השלושה זרים בזוגות. A.  10הוא 

				 אזי היא שייכת לשני המשלימים. ב. דוגמה B  ואינה ב-A.	א.	לא נכון, אם יש תוצאה שאינה ב-3. A = Cנגדית פשוטה:  

				.	ייתכן מצב שמאורעות הם זרים בזוגות אבל החיתוך של כולם הוא ריק.4

				)29 (עמ' 2.3סעיף 

				  על פאה כלשהי, מולו יש חמש אפשרויות. לשאר ארבע הספרות יש 1.	א.	נרשום 1. בשלב הבא 6 על פאה כלשהי, מולו בהכרח 1 אפשרויות. ב. נרשום 30אפשרויות. בסך הכול . כעת יש שתי אפשרויות לרשום את 5 ומולה את 2יש אפשרות אחת בלבד לרשום את הספרה . בסך הכול שתי אפשרויות.4 ומולה את 3הספרה 

				 האפשרויות..	א.	זיהוי בשני סבבים, בכל סבב הזיהוי אקראי. מכאן, יש סימטריה בין כלל 2
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				. לכן, 1 תלוי בתוצאה של שלב 2 הטלה. מספר התוצאות בשלב 2 בחירת קובייה, שלב 1	א.	שלב 3 וגם הסימטריה שבכל אחת מההתפצלויות בעץ, אין סימטריה בין 1למרות הסימטריה בשלב  מסלולים. ג. המסלולים אינם שווי עדיפות. ד. יש דרך אחת לקבל 60כלל תוצאות הניסוי. ב. לעץ .1, ושש דרכים לקבל את התוצאה 20את התוצאה 

				)40 (עמ' 3.1סעיף 

				. 5 ול-4. ג. שכיחות מקסימלית ל-. . ב. .	א.1
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				 נקודות בסיכוי שווה (ציירו עץ מנייה דו-שלבי). לבחינת הבחירה של נורית ציירו 1,...,9.	דני מקבל 4עץ מנייה שבו שלושה שלבים: השלב הראשון הוא הבחירה של דני, השלב השני הוא הבחירה 
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				של נורית, והשלב השלישי הוא הפרס של נורית. למרבה ההפתעה, מעץ המנייה מתברר כי  בסיכוי שווה. 1,...,9האפשרויות של נורית גם הן 

				)42 (עמ' 3.2סעיף 

				. C אפשרויות, שרק באחת מהן מתרחש המאורע 365.	א.	מקס נולד בתאריך מסוים. למוריץ 1.מכאן,  

					ב.	המאורעות נקבעים על פי מיהם שני השודדים שיימצאו וכן מהו אותו תאריך, ולכן בסך הכול: . המאורעות אינם זרים, וקשה לחשוב על פירוק למאורעות זרים. שימושבמשלים פותר את כל הבעיות.

				.1/2, גדולה מ-.	מחוק המשלים, ההסתברות שיימצאו שניים היא 2

				)45 (עמ' 3.3סעיף 
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				 תוצאות אפשריות.  לכל קבוצה) יש 10.	נסמן את הקבוצות א וְ-ב. לניסוי עצמו (בחירת 2, ואותו דבר באשר לקבוצה ב. מספר האפשרויות שהשלושה ייבחרו יחד לקבוצה א הוא  binomial (השתמשנו בתוכנת רשת בשם לכן הסתברות המאורע היא: ).coefficient calculator
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				 לפי אפשרויות הבחירה למיקום ספרי הלוגיקה. ד. על פי אותו סדר . ג. . ב. .	א.3. התשובות זהות לשתי המרכזות.. ג. . ב. סעיפים: א. 
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				. ג. זהה (הפער זניח)..	א.	למלא על פי השכיחות היחסית. ב. 1

				. ב. ההסתברות מקסימלית .	א.	ההסתברות שווה לשכיחות היחסית: 2., והיא 19לכלה בת 

				
					[image: ]
				

				)60 (עמ' 4.1סעיף 

				.	א.	מהיחסים בלוח נעריך שההסתברויות הן: (i) 340.0; (ii) 570.0; (iii) 290.0. שימו לב למגמת 1העלייה. התמונה המתקבלת היא שיש כנראה נטייה לדחות את תאריך המוות למועד שאחרי יום ההולדת. בעזרת מבחנים סטטיסטיים פשוטים אפשר לבדוק אם ההבדלים הללו הם מקריים בלבד, או שיש בהם הוכחה לטענה זו באוכלוסייה הכללית.
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				  נראית נולד באוגוסט / מת ביולי; ההסתברות המותנית  מת ביולי	ב. נמוכה במידה ניכרת. בדקו חודשים נוספים.
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				. במפתיע, התשובה שונה. חישבו מה תורם המידע מכאן, ההסתברות המותנית היא עתה הנוסף.

				)63 (עמ' 4.2סעיף 
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					ב.	מהנוסח המילולי של המאורע ברור שהם זרים בזוגות. 

				. , לכן ההסתברות שהוא יתגלה היא 	ג.	ההסתברות שהשטר המזויף לא יתגלה היא 
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				. אינם יכולים להגדיל את הסיכוי לתשובה נכונה.. ג. . ב. .	א. 2
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				.	ההסתברות להצלחה בכל בית ספר מתקבלת מממוצע משוקלל של ההסתברויות המותנות 3בקרב עולים חדשים ובקרב ותיקים. אחוזי ההצלחה בקרב עולים חדשים נמוכים מאוד, ולכן כל זה ייתכן אם בבית הספר בתא אחוז העולים גבוה הרבה יותר. בבדיקה התברר שסמוך לבית  מקרב התלמידים בבית הספר היו עולים, ואילו בבית 10%הספר בתא נמצא מרכז קליטה, ולכן  מהתלמידים היו עולים (חשבו עתה ממוצעים משוקללים).1%הספר אלפא רק 
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				.	מדובר עתה באחד משני קלפים אפשריים. יש שלוש אפשרויות באשר לצבעו של הצד השני, 4שמתוכן רק באחת הצד התחתון הוא כחול. טום טומן לג'רי מלכודת. 

				)66 (עמ' 4.3סעיף 

				. מחוק הכפל (או מהעץ) מתקבל .	מעץ ההסתברות מתקבל (ציירו וחשבו): 1. ההסתברות המותנית (ההפוכה) המבוקשת היא שהסתברות החיתוך היא .1/3אפוא המנה ביניהם, 

				
					[image: ]
				

				.	ניעזר בעץ הסתברות שבשלב הראשון בו נרשום שקרן ודובר אמת, ובשלב השני תשובת 2הפוליגרף ("שקרן", "דובר אמת").

				.. ב. 	ההסתברות שהמכשיר יכריז "שקרן" היא: א. .ג. 
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				.	א. נדמיין עץ הסתברות שבו בשלב ראשון רשומות ארבע אפשרויות לשואלים את הקושיה 3הראשונה, ובשלב השני שלוש אפשרויות לקושיה השנייה. מנייה פשוטה מורה שההסתברות . 3/12= 1/4המבוקשת היא 

					הבחנה: אין צורך לערוך חישובים מסורבלים. מטיפ המיקוד מתקבל שההסתברות של כל אחד .1/4המאורעות היא 

				. ושוב, אין צורך לערוך חישובים מסורבלים. 	ב.	מחוק ההיפוך ההסתברות היא מסיבות של סימטריה, סדר הקושיות אינו משנה. מעקרון המיקוד נותרו לזה שאינו יודע לשאול . 1/3שלוש אפשרויות, ורק באחת מהן מתרחש המאורע המבוקש. לכן ההסתברות היא אכן 

				)69 (עמ' 4.4סעיף 

				, ולכן ההסתברות שיפסיד היא .	א.	ההסתברות שקרמיט ינצח היא 1.
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				.	ולכן: 

				, 1,2,3,4.	א.	כן, אין להם תוצאה משותפת. ב. לא. לדוגמה בסביבון שרשומות עליו הספרות 2" הם תלויים.3המאורעות "זוגי" ו"ראשוני" הם בלתי תלויים, ואולם המאורעות "זוגי" ו"התקבל 

				.,  .	א.	בהנחה של אי-תלות בין הניסיונות, ההסתברויות הן:  3
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				.. על פי המשלים (לא יעבור בשלושת הניסיונות), ההסתברות היא: 1	ב.	ב

				.. מחיבור שלוש הסתברויות שמופיעות בסעיף א נקבל: 2	    ב
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				)78 (עמ' 5.1סעיף 

				. ב. לא, בטבלת ההסתברות המתאימה (הכול .	מהטבלה שבהמשך נקבל: א. 1) הסתברויות בתאים שונות ממכפלת ההסתברויות בשוליים המתאימים. 120מחולק ב-
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				, ההסתברות שהקרב יסתיים לאחר .	נניח שיש אי-תלות בין הסבבים. מטבלת הסתברות 2. מהנחת האי-תלות, , לכן ההסתברות שלא יסתיים לאחר סבב אחד היא סבב אחד היא , ושיסתיים לאחר שלושה סבביםההסתברות שהקרב יסתיים לאחר שני סבבים היא .היא 
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				 מתקבלים ערכים שליליים..	הנתונים אכן בדויים: עם השלמת טבלת הסתברות 3
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				. .    .1 מעלה את הסיכוי שהתלמידה יודעת מכאן, א. המאורעות תלויים. הסבר: התרחשות הסתברות.   ב. המאורעות אינם זרים 
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				.  מונחים בצרור בסדר מקרי. נניח שהפותח הוא .	א. המפתחות 2
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						        בלי החזרה	                             עם החזרה (מופיע רק החלק הרלוונטי מהעץ האין-סופי)

				,   , 	בלי החזרה (העץ הימני) ההסתברויות שוות: .
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					מפתיע? במחשבה שנייה, מכיוון שהמפתח הנכון נמצא במקום מקרי בצרור, הרי ההסתברות . דבר דומה מתרחש לכל מספר של מפתחות.1/3שיגיע אליו בכל אחד מהניסיונות זהה – 
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				, וכך , , 	ב.	עם החזרה (העץ משמאלי): הלאה (העץ ממשיך עד אין-סוף). ההסתברויות בהחלט אינן זהות, למעשה ההסתברויות הולכות וקטנות.
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					ב.	במפתיע, שלהבים פחות מוכנה. לשם השוואה, ההסתברות שאף מכונית בשלהבים אינה ההסתברות שכולן מוכנות )  והיא גדולה יותר מ-מוכנה היא כמעט זהה). 
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				 – הסוהר יאמר שג'ון A – מיכאל יוצא להורג,  M – ג'ון יוצא להורג,  J – וונדי תוצא להורג,  W.	נגדיר,  5 ? 1/2 או 1/3 הוא ישוחרר. השאלה היא האם 

				.,   ,   . כמו כן, 	הנתונים: 
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				 על פי ההגדרה, ניעזר תחילה בחוק הכפל לחישוב הסתברות החיתוך (זה 	לחישוב , וניעזר בעץ ההסתברויות (ציירו) לחישוב המכנה: המונה): . . מכאן, ההסתברות המבוקשת (המנה) היא: 
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					וונדי צודקת. מראש אכן היו שלוש אפשרויות שְוות הסתברות באשר לזהות האסיר שיוּצא להורג. ואולם ידיעת המידע הנוסף – הסוהר יאמר שג'ון ישוחרר – מובילה לחוסר סימטריה בין , ואילו 1/3שתי האפשרויות שנותרו (וונדי או מיכאל): ההסתברות שוונדי תוּצא להורג היא עדיין ! (בסופו של דבר, כזכור, אף 2/3ההסתברות שמיכאל יוּצא להורג (המאורע המשלים) היא עתה אחד מהם לא הוצא להורג...) 
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